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Résumé
Lors de ette thèse mes reherhes se sont prinipalement orientées vers
l'étude de systèmes antiferromagnétiques en présene de ongurations antifer-
romagnétiques exotiques aratérisées par un invariant topologique.
De multiples tentatives infrutueuses pour mener à terme le passage à une
théorie des hamps ontinue du modèle antiferromagnétique de Heisenberg sur
le réseau triangulaire dans la perspetive de mettre en évidene la présene du
terme de Hopf dans le Lagrangien m'ont onduits à esquisser pour les réseaux
antiferromagnétiques de basse dimension la onstrution de nouveaux degrés
de liberté antiferromagnétiques loaux. Cette onstrution originale reproduit la
hiérarhie des algèbres réelles à divisions vériée par le modèle σ non-linéaire
(limite ontinue du Hamiltonien de Heisenberg lassique en dimension deux) et
révèle la présene d'un hamps de jauge loale inédit. Surtout ette onstru-
tion algébrique m'amène à suggérer un nouveau proessus mirosopique qui
serait à l'origine du terme de Hopf, d'états antiferromagnétiques topologiques
(aratérisés par l'indie de Pontrjagin) et de la transmutation de Fermi-Bose
(supraondutivité).
En outre j'ai mis en évidene pour des membranes magnétiques souples de
genre topologique sphérique et torique en présene d'un soliton magnétique l'ex-
istene d'un rétréissement global rené loalement aux vagues du soliton. L'o-
rigine géométrique de e phénomène inédit m'a amené à interpréter la frustration
géométrique des membranes magnétiques souples omme la ompétition entre
les deux ordres topologiques présents (dérits par l'indie de Pontrjagin du soliton
et le genre de la membrane).
Le proessus mirosopique et la ompétition topologique suggérés élargissent
le hamps d'investigation initial en fournissant une origine mirosopique à la
transmutation de Fermi-Bose et un moyen de traquer ette physique exotique.
Abstrat
In this thesis I present my researh on the exoti ongurations of antiferromag-
neti systems haraterised by a topologial invariant.
It is expeted that taking the ontinuum limit of the antiferromagneti Heisen-
berg model on the triangular lattie gives rise to a Lagrangian with a Hopf term.
The researh presented in this thesis shows that the ontinuum limit is muh
more diult to ahieve than may be expeted. This diulty led me to outline
the onstrution of novel loal antiferromagneti degrees of freedom for low di-
mensional antiferromagneti latties. This new onstrution reprodues the real
division algebra hierarhy satised by the nonlinear σ-model (whih orresponds
to the ontinuum limit of the Heisenberg Hamiltonian for lassial isotropi anti-
ferromagnets in two dimensions) and reveals the presene of a novel loal gauge
eld. This algebrai onstrution leads me to suggest a new mirosopi meh-
anism whih should give rise to the Hopf term, as well as antiferromagneti
topologial states (haraterised by the Pontrjagin index), and the Fermi-Bose
transmutation (superondutivity).
In this thesis I have also studied elasti magneti vesiles of spherial and
tori genus in the presene of a magneti soliton. My studies reveal a global
shrinking, with loal swellings in the regions where the soliton presents a spin-
ip. The geometrial origin of this novel phenomena led me to interpret the
geometri frustration of magneti vesiles as the ompetition between the two
topologial orders present (one desribed by the Pontrjagin index of the soliton
and the other by the genus of the vesile).
The mirosopi mehanism and topologial ompetition suggested above
go beyond the sope of this thesis, providing a mirosopi explanation for the
Fermi-Bose transmutation and a way to deal with this type of exoti physis.
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Introdution
Le méanisme responsable de la supraondutivité à haute température n'est
pas enore onnu : les théories  onventionnelles de la matière ondensée
ne prédisent pas de températures ritiques appartenant au domaine atuelle-
ment atteint par les expérienes (de 40K à 120K). À basse température l'in-
teration entre les életrons (les porteurs de harge du réseau ristallin) et les
phonons (les vibrations élémentaires du réseau ristallin) induit la supraondu-
tivité ordinaire. Par ontraste l'état supraonduteur à haute température
serait dû aux spins des életrons.
Dans e ontexte un argument simple de topologie suggère l'existene pour un
réseau bidimensionnel antiferromagnétique d'états aratérisés par un invariant
topologique : il s'agit en fait de reouvrir la sphère unité S2 (la variété des spins)
en parourant l'hypersphère unité S3 (le plan-temps ompatié)  le nombre
de reouvrement étant l'invariant topologique de Hopf. Une théorie de hamps
ontinue d'un tel système est généralement dérite par le modèle σ non-linéaire.
l'émergene lors du passage à une théorie de hamps ontinue de l'invariant de
Hopf dans le Lagrangien (onjeturée par Dzyaloshinski, Polyakov et Wiegmann)
est l'objet de multiples ontroverses : ela modierait la statistique du système
et révélerait l'existene d'une transmutation de Fermi-Bose [Pol88℄. Pour les sys-
tèmes de basse dimension e méanisme se généraliserait en suivant la hiérarhie
des algèbres à divisions [Tze88℄. Avant d'envisager tout passage à une théorie
des hamps ontinue, la onstrution d'un paramètre d'ordre loal pertinent est
primordiale : la première partie de e mémoire suggère la onstrution d'un nou-
veau paramètre d'ordre loal qui reproduit la hiérarhie des algèbres à divisions
et dont le Lagrangien peut exhiber le terme de Hopf.
De plus les états statiques d'un réseau bidimensionnel antiferromagnétique
sont ii aratérisé par l'indie de Pontrjagin qui déompte les reouvrements de
la variété des spins lorsque le réseau bidimensionnel est parouru : à la limite on-
tinue il s'agit d'envoyer une membrane ompatiée (la surfae magnétique) sur
la sphére unité S2 (la variété des spins) via le modèle σ non-linéaire (le Hamilto-
nien magnétique). Certaines membranes ourbes admettent des distributions de
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spins de type soliton aratérisées par un paramètre de forme. La deuxième partie
de e mémoire étudie la ompétition entre l'énergie magnétique de la distribu-
tion des spins et l'énergie élastique de la membrane en suggérant une approhe
topologique. Enn un rétréissement global ave des renements loalisés aux
solitons est mis en évidene.
Chapitre 1
Le réseau antiferromagnétique
4 Le réseau antiferromagnétique
1 Le modèle antiferromagnétique de Heisenberg
Dans les solides les interations entre életrons sont souvent importantes et
d'une extraordinaire omplexité. En physique de la matière ondensée, e prob-
lème d'interation életronique se réduit dans la plupart des as à un problème
de spins ouplés sur réseau [Fra91, Aue94, Lév97℄. Ii les spins seront identiques
et ouperont les n÷uds de réseaux réguliers isotropes de basse dimension.
1.1 Spins sur réseau
L'étude du magnétisme néessite l'introdution d'un objet physique typ-
iquement quantique : le moment angulaire intrinsèque ommunément appelé
spin. Du point de vue de la théorie des hamps, le spin d'une partiule élémen-
taire orrespond à la  harge  de N÷ther assoiée à l'isotropie de l'espae-
temps propre à ette partiule élémentaire [BL93, Gol80, Siv95℄. Autrement
dit, le spin d'une partiule élémentaire traduit la rotation de ladite partiule
élémentaire sur elle-même, sa rotation dans l'espae-temps étant dérite par
son moment angulaire orbital . Notons au passage que le moment angulaire
orbital possède un équivalent lassique ontrairement au moment angulaire
intrinsèque. Dans le adre présent, à haque n÷ud (i) du réseau est assoié
un spin représenté par un opérateur vetoriel Si
α
qui engendre une algèbre de
Lie [SW86℄ de dimension s selon la relation de ommutation[
Si
α, Sj
β
]
= iℏ eαβγδij Siγ (1.1)
ave ℏ la onstante de Plank, eαβγ le tenseur unitaire parfaitement anti-
symétrique d'ordre trois et δij le symbole de Kroneker. De fait l'opérateur
de Casimir S
2
[SW86℄ xe la dimension du degrés de liberté loal du réseau :
S
2 ≡ SiαSiα = s (s+ 1) ∀i. (1.2)
Les réseaux envisagés sont les pavages ompats régulier (sans laune ni
reouvrement) des espaes Eulidiens de basse dimension (d = 1, 2, 3, 4) ave
des polytopes réguliers identiques [Cox73, Siv95℄. Dans le adre présent, les
réseaux seront don aratérisés par un polytope régulier :
 le réseau aura la dimension d du polytope régulier ;
 les symétries qui préservent le polytope régulier préserveront le réseau ;
 les translations qui reproduisent le réseau à partir d'un exemplaire du
polytope régulier préserveront le réseau ;
 la longueur des arêtes du polytope régulier orrespondra au pas a du
réseau.
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Observant que les polytopes réguliers de dimension d sont également des
pavages réguliers de la sphère Sd−1 [dV64, Cox73℄, introduisons la notion de
sur-réseau : nous entendrons par  sur-réseau de dimension d un réseau
de même dimension dont peut s'extraire un réseau régulier de dimension d en
assimilant ses sur-n÷uds à des sphères Sd−1 identiquement et régulière-
ment pavées (Figure 1.1). Il est évident qu'à un réseau régulier peut être
assoié plusieurs  sur-réseaux, et réiproquement.
Le omportement magnétique sur de longues distanes (longues devant
le pas a du réseau) sera appréhendé en passant à une théorie de hamps
ontinue selon une presription due à Aek [A88, A89℄. Il s'agit de faire
tendre onjointement le pas a du réseau vers zéro et le nombre quantique s
vers l'inni tout en maintenant onstantes les quantités physiques mesurables
expérimentalement. Cette presription traite impliitement les spins à la lim-
ite lassique. En eet la relation de ommutation (1.1), qui doit s'érire pour
garder un sens [
Si
α
s
,
Sj
β
s
]
= i
ℏ
s
eαβγδij
Siγ
s
, (1.3)
s'évanouit lorsque le nombre quantique s s'approhe de l'inni. Nous sup-
poserons les résultats physiques obtenus appliables pour des valeurs physiques
du nombre quantique s (s = 1
2
ou s = 1) et des valeurs du pas a ara-
téristiques des solides ristallins (de l'ordre de 4 Å). Il est évident que la
onstrution d'un paramètre d'ordre loal pertinent est un prélude néessaire
et omplexe qui doit à la fois larier les phénomènes physiques observés et
valider la justesse du passage à une théorie de hamps ontinue.
1.2 Interations d'éhange : Hamiltonien de Heisenberg
Le magnétisme életronique provient de l'interation Coulombienne en-
tre életrons qui fore les spins dans des états ordonnés : le prinipe de
Pauli impose des états omplètement antisymétriques lorsque deux fermions
sont éhangées. Généralement le Hamiltonien initiale d'un solide ristallin
qui est extraordinairement omplexe peut être réduit sous une forme simple
paramétrisée seulement en termes de spins. Le plus souvent et Hamiltonien
eetif est de Heisenberg [Lév97℄ :
HH = −
∑
i,j
J
αβ
ij SiαSjβ, (1.4)
où les indies i et j étiquettent les porteurs de spins. Les tenseurs génériques
J
αβ
ij dérivent les interations d'éhange. Pour un ouplage antiferromag-
nétique isotrope entre premiers voisins sur un réseau régulier de spins nous
lisons
HH = J
∑
〈i,j〉
Si
α
Sjα, (1.5)
ave J une onstante de ouplage spin-spin positive.
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À haute température (température supérieure à la température de Curie)
il n'y a pas d'ordonnanement magnétique : le système magnétique est dans
un état paramagnétique. Le système de spins est alors loalement isotrope et
invariant par rotation : un système paramagnétique possède les symétries de
son réseau de spins. À basse température diérents ordres peuvent émerger.
À très basse température (température prohe du zéro absolu) les systèmes
de spins réguliers et isotropes aquièrent une orientation partiulière dans
l'espae : il y a un ordonnanement magnétique. Cette diretion spontanée
brise l'invariane loale par rotation du système. En observant qu'un sys-
tème physique ne peut pas hanger graduellement de symétrie (une symétrie
existe ou n'existe pas) Landau a mis en évidene qu'une transition de phase
du seond ordre doit séparer les états de diérentes symétries [Lév97, Siv95℄.
Généralement quand une symétrie est brisée l'état non-symétrique est ara-
térisé par un paramètre d'ordre loal : selon Landau tout paramètre loal dont
la valeur moyenne est nulle dans l'état symétrique et non-nulle dans l'état
non-symétrique peut onstituer un paramètre d'ordre loal [Siv95℄.
Le réseau triangulaire paramagnétique Le réseau arré paramagnétique
Figure 1.1: Les réseaux triangulaire et arré paramagnétiques : l'invari-
ane loale par rotation des deux systèmes magnétiques est shématisée en
magniant les n÷uds porteurs de spin. Pour haque réseau le  sur-pavage
représente un hoix possible de sur-réseau : les plaquettes grisées orre-
spondant alors aux  sur-n÷uds.
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1.3 État antiferromagnétique : sous-réseaux de Néel
Dans un solide ristallin antiferromagnétique deux spins adjaents font
de leur mieux pour s'aligner selon des orientations opposées ( ). Il se rée
ainsi un motif alterné à travers le réseau formé par les spins. Sur un réseau
régulier de spins et arrangement alterné se traduit par l'émergene d'une an-
tisymétrie loale [Siv95℄ : les n÷uds de haque polytope d'un  sur-réseau
du réseau régulier initial sont olorés. Cette brisure de symétrie loale ara-
térise l'état antiferromagnétique. Pour illustration : la haîne paramagnétique
de pas a (Figure 1.2) est préservée par la translation de pas a, alors que
la haîne antiferromagnétique de pas a (Figure 1.3) est alternée par l'anti-
translation de pas a et préservée par la translation de pas 2a (i.e. le pas des
 sur-haînes ). L'état lassique orrespondant à l'énergie la plus basse du
Hamiltonien de Heisenberg antiferromagnétique (1.5), ommunément appelé
l'état de Néel , onstitue une représentation immédiate du réseau de spins ol-
oré. Les spins du réseau de Néel ayant la même orientation forment les sous-
réseaux de Néel : les réseaux ubiques
1
de Néel sont bipartites (Figures 1.3
et 1.5), le réseau triangulaire de Néel est tripartite (Figure 1.4). Enn les
 sur-n÷uds du réseau de Néel sont usuellement appelés les plaquettes de
Néel : haque plaquette de Néel orrespond en général à une desription lo-
ale des sous-réseaux de Néel, d'où une ertaine ambiguïté qui sera levée en
utilisant systématiquement la notion de sur-n÷ud dont le aratère loal
est sans équivoque (Figures 1.1 et 1.2).
Figure 1.2: La haîne paramagnétique.
La haîne de Néel
L'anti-haîne de Néel
Figure 1.3: La haîne ferromagnétique.
1
Dans le adre présent : la haîne (d=1), le réseau arré (d=2), le réseau ubique (d=3)
et le réseau 4-ubique (d=4).
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Le réseau triangulaire de Néel L'anti-réseau triangulaire de Néel
Figure 1.4: Le réseau arré ferromagnétique : l'arrangement alterné des
spins est trioloré. L'antisymétrie triolorée est usuellement représentée par
trois familles de veteurs dont les diretions prises deux à deux forment un
angle de
2
3
π : les sous-réseaux de Néel ( , et ).
Le réseau arré de Néel L'anti-réseau arré de Néel
Figure 1.5: Le réseau arré ferromagnétique : l'arrangement alterné des
spins est bioloré. L'antisymétrie biolorée est usuellement représentée par
deux familles de veteurs de diretion identique mais de sens opposé : les
sous-réseaux de Néel ( et ).
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Par onstrution deux antiopérations suessives laissent le réseau de
spins invariant : nous aratériserons les  sur-réseaux par leur héliité
[Siv95℄. Conséquenes immédiates : toute antiopération autre que l'anti-
translation n'aete que les  sur-n÷uds tout en hangeant l'héliité du
 sur-réseau, et deux antitranslations suessives ne onstituent rien d'autre
qu'une translation du  sur-réseau. En d'autres termes, puisque l'antisymétrie
aratérise l'état antiferromagnétique, les  sur-réseaux sont transparents à
l'antiferromagnétisme du système (à l'héliité du  sur-réseau près) alors
que l'antiferromagnétisme est onentré en leurs  sur-n÷uds. A posteriori
le sur-réseau apparaît don omme le réseau de l'état antiferromagnétique :
un paramètre d'ordre loal pertinent de l'état antiferromagnétique doit être
assoié à un  sur-n÷ud [DR88, DR89, ADDJ93℄.
1.4 Antiferromagnétisme frustré et assouvi
Deux grands types de frustrations existent pour les systèmes antiferro-
magnétiques [Kaw98, Lév97℄ :
 il existe une ompétition entre plusieurs ordres magnétiques de dif-
férentes natures dont un au moins est antiferromagnétique : e.g. un
ordre antiferromagnétique entre premiers voisins s'opposant à une in-
teration d'éhange ferromagnétique entre seonds voisins ;
 le réseau interdit la satisfation de toutes les interations d'éhange :
e.g. sur le réseau triangulaire il est impossible d'aligner antiparallèle-
ment trois spins deux à deux adjaents.
Seule la frustration due au réseau est pertinente dans le ontexte présent.
Cette frustration géométrique est aratérisé par un nombre de sous-réseaux
de Néel supérieur à deux. Le  sur-réseau est don transparent à la frustra-
tion géométrique [DR89, ADDJ93℄.
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2 Le  sur-réseau antiferromagnétique
Dans la partie préédente le réseau des porteurs de spin apparaît omme
le réseau de l'état paramagnétique, le  sur-réseau omme le réseau de l'état
antiferromagnétique  les  sur-n÷uds renfermant la non-symétrie.
J'esquisse une mise en évidene pour les  sur-réseaux antiferromagnétiques
réguliers de basse dimension d'une hiérarhie algébrique analogue à elle du mod-
èle σ non-linéaire [Tze88, TN89, GT96℄ : les  sur-n÷uds se omportent ii
omme des sur-partiules à part-entière, les  sur-réseaux antiferromagné-
tiques omme des réseaux de  sur-partiules.
2.1 Les degrés de liberté antiferromagnétiques loaux
Je onstruis les degrés de liberté antiferromagnétiques loaux assoiés à
un  sur-n÷ud omme étant les ombinaisons linéaires des degrés de lib-
erté loaux (i.e. les spins) assoiés au polytope régulier du  sur-n÷ud
qui réduisent les représentations irrédutibles du groupe des transforma-
tions laissant le polytope régulier du  sur-n÷ud invariant. Il s'avère alors
avantageux de se représenter le polytope régulier du  sur-n÷ud omme
un pavage régulier de la sphère Sd−1 ave d la dimension du réseau. Or
haque groupe des transformations laissant invariant un pavage régulier de
la sphère Sd−1 admet une représentation dans l'algèbre réelle à divisions 2 Ad
de dimension 2d−1 [EHH+90, GT96, Dix94, dV64, Cox91℄ : les ombinaisons
linéaire seront onstruites dans ette algèbre Ad. Je hoisi a priori omme
paramètre d'ordre antiferromagnétique loal la ombinaison linéaire algébrique
normée à la limite ontinue qui est préservée par l'antiopération aratérisant
l'état antiferromagnétique à l'héliité prés. Lors du passage à une théorie
de hamps ontinue je suppose que les ombinaisons linéaires algébriques
restantes se omportent omme si les degrés de liberté (i.e. les spins) du
polytope régulier étaient eetivement dérits par un hamps ontinu. Enn
j'impose une représentation loale : les degrés de liberté antiferromagnétiques
loaux seront dénis à une rotation loale prés. La rotation loale s'appliquant
aux degrés de liberté du  sur-n÷ud et non à sa sphère Sd−1 doit s'inter-
préter omme un hamp de jauge loale [Nab97, BL93, Nak90℄. Cette dernière
hypothèse est la plus originale : la représentation impliitement hoisie est
généralement globale [DR88, DR89, ADDJ93℄.
Les interations d'éhange n'engendrent pas ii un ordonnanement an-
tiferromagnétique global ('est-à-dire  à la Néel ) mais forent les spins à
s'organiser en  sur-n÷uds : les spins appartenant à un même  sur-n÷ud
2
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se lient entre eux tout en se désolidarisant des spins appartenant aux  sur-
n÷uds voisins. Dans e ontexte les  sur-n÷uds aquièrent une légitimité
physique immédiate : ils se omportent omme des sur-partiules. Dans e
nouvel état antiferromagnétique le omportement magnétique sur de longues
distanes (longues devant le rayon d'une  sur-partiule ) provient des in-
terations entre les  sur-partiules  dérites ii omme une désolidarisation
entre spins liés à deux  sur-partiules  adjaentes. En outre, un polytope
régulier de dimension d n'étant rien d'autre qu'un réseau régulier sur la
sphère Sd−1, une  sur-partiule  n'est rien d'autre qu'un réseau antiferro-
magnétique régulier de la sphère Sd−1 : l'utilisation de la théorie des groupes
pour eetuer un hangement de degrés de liberté apparaît don légitime.
Une représentation étant dénie à une rotation prés, l'antisymétrie antiferro-
magnétique de haque réseau sphérique (i.e. de haque  sur-partiule ) est
dénie à une rotation près : les réseaux sphériques sont désolidarisés en im-
posant un hamps de jauge loale. Les rotations invoquées sont elles qui lais-
sent la sphère Sd−1 invariante. La théorie des groupes permet ainsi de séparer
l'antisymétrie imposée par les interations d'éhange et la symétrie héritée du
polytope régulier, le réseau maintenant une ertaine ohésion traduite par
l'existene d'un hamps de jauge loale. Aussi les degrés de liberté antifer-
romagnétiques loaux héritent-ils de la hiérarhie algébrique des groupes des
transformations préservant les polytopes réguliers, 'est-à-dire la hiérarhie
algébrique des algèbres réelles à divisions Ad. Nous nous attendons don à
renontrer une physique exotique.
2.2 Cas unidimensionnel : la haîne de Haldane
La haîne régulière est pavée ave le 1-ube C0 représenté dans l'algèbre
réelle à divisions R par le doublet
C0 = {+1,−1} , (1.6a)
= S0. (1.6b)
+1
−1
Figure 1.6: Représentation réelle du 1-ube C0.
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Les transformations préservant le 1-ube se réduisent à l'identité 1 et à
la rotation/antisymétrie −1. Le hoix d'une  sur-haîne  étant fait, pour
haque  sur-n÷ud (p) de la  sur-haîne  nous étiquetterons par (p0) et
(p1) les deux n÷uds représentés respetivement par les réels +1 et −1. Re-
spetant la presription introduite dans la Sous-Setion 2.1, nous introduisons
le paramètre d'ordre antiferromagnétique loal np
α
tel que
2 νnp
α = Sp0
α − Sp1α, (1.7a)
et la représentation triviale lp
α
telle que
2 alp
α = Sp0
α + Sp1
α. (1.7b)
À la limite lassique l'opérateur de Casimir S
2
(1.2) impose entre les nou-
veaux degrés de liberté antiferromagnétiques loaux les relations exates suiv-
antes :
n
2
p = 1− a2ν2 l2p, (1.8a)
np
α
lpα = 0, (1.8b)
ave
ν =
√
s (s+ 1). (1.9)
Les deux ontraintes (1.8) montrent lairement que le nombre total de de-
grés de liberté (égal à quatre) est onservé lors du hangement de degrés de
liberté (1.7). En outre lorsque le pas a du réseau et le nombre quantique s
tendent onjointement vers zéro et l'inni respetivement (presription d'Af-
ek [A88, A89℄) le paramètre d'ordre antiferromagnétique loal np
α
est
eetivement normé. Observons enn que pour la théorie des hamps onti-
nus ainsi onstruite le paramètre d'ordre loal vit sur la sphère unité S2.
Étant donnés les degrés de liberté antiferromagnétiques loaux np
α
et
lp
α
dérivant une  sur-partiule  (p) d'une haîne antiferromagnétique, les
spins internes de ladite  sur-partiule  Sp0
α
et Sp1
α
s'obtiennent aisément en
inversant (1.7) ; nous lisons
Sp0
α = ν np
α + a lp
α, (1.10a)
Sp1
α = −ν npα + a lpα. (1.10b)
Pour onlure, la presription envisagée reproduit parfaitement la déom-
position de Haldane [Hal83a, Lév97℄.
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2.3 Cas d'un système frustré : le réseau triangulaire
Le réseau triangulaire est pavé ave le triangle équilatéral T1 représenté
dans l'algèbre réelle à divisions C par le triplet
T1 =
{
1,w,w2
}
, (1.11)
ave w la raine troisième de l'unité :
w ≡ ei 2pi3 .
+1
w
w
2
Figure 1.7: Représentation omplexe du triangle équilatéral T1.
Le triangle équilatéral T1 est préservé par toutes ombinaisons de l'opération
de onjugaison et de la rotation w. Un  sur-réseau étant hoisi, les trois
n÷uds d'un  sur-n÷ud quelonque (p) représentés respetivement par les
trois omplexes 1, w et w2 seront étiquetés respetivement par (p0), (p1) et
(p2). L'antiopération antiferromagnétique n'étant rien d'autre que la rota-
tion w, nous onstruisons le paramètre d'ordre antiferromagnétique loal np
α
tel que
3√
2
νnp
α = e−i γp
[
Sp0
α + w Sp1
α + w2 Sp2
α
]
, (1.12a)
et la représentation triviale lp
α
telle que
3 a2lp
α = Sp0
α + Sp1
α + Sp2
α. (1.12b)
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Soulignons que la représentation omplexe (1.12a) est dénie à un hamps de
jauge loale γp prés. À la limite lassique les degrés de liberté antiferromag-
nétiques satisfont aux ontraintes suivantes :
np
α†
npα = 1− a4ν2 l2p, (1.13a)
np
α
npα = −2
√
2 a
2
ν
e−i γp lp
α†
npα. (1.13b)
Le nombre total de degrés de liberté (égal à six) est don préservé lors du
hangement des degrés de libertés loaux et le paramètre d'ordre antiferro-
magnétique loal np
α
est eetivement normé à la limite ontinue.
Il s'avère alors judiieux d'introduire les ombinaisons linéaires loales
nXp
α ≡ 2
3ν
[Sp0
α − 1
2
(Sp1
α + Sp2
α)] , (1.14a)
nY p
α ≡ 2
3ν
√
3
2
(Sp1
α − Sp2α) ; (1.14b)
à la limite lassique nous avons
nXp
2 = 1− 2a2
ν
nXp
α
lpα − a4ν2 lp2, (1.15a)
nY p
2 = 1 + 2a2
ν
nXp
α
lpα − a4ν2 lp2, (1.15b)
nXp
α
nY pα
= 2a2
ν
nY p
α
lpα. (1.15)
Comme à la limite ontinue le ouple
(
nXp
α,nY p
α
)
n'est rien d'autre qu'un
dièdre orthonormé, introduisons un nouvel opérateur nZp
α
tel que le triplet(
nXp
α,nY p
α,nZp
α
)
forme un trièdre orthonormé à la limite ontinue :
nZpα
≡ 1
2
eαβγ
[
nXp
β
nY p
γ − nY pβnXpγ
]
; (1.16)
en injetant dans (1.16) les expressions (1.14) nous obtenons
nZpα
= 2
√
3
3ν2
1
3
eαβγ
[
Sp0
β
Sp1
γ + Sp1
β
Sp2
γ + Sp2
β
Sp0
γ
]
. (1.17)
La représentation omplexe (1.12a) s'érit immédiatement
np
α = 1√
2
e−i γp
[
nXp
α + inY p
α
]
; (1.18)
la représentation pseudo-salaire (1.16) se réérit alors
nZpα
= 1
2
i eαβγ
[†
np
β
np
γ − npβ†npγ
]
. (1.19)
Conséquene immédiate : pour la théorie des hamps ainsi onstruite le
paramètre d'ordre loal vit dans SO(3), le groupe des rotations dans l'es-
pae Eulidien R3.
2 Le  sur-réseau  antiferromagnétique 15
Les spins internes d'une  sur-partiule  (p) d'un réseau triangulaire an-
tiferromagnétique sont donnés par les relations suivantes :
Sp0
α = 1√
2
ν
[
e+i γpnp
α + e−i γp†np
α
]
+ a2 lp
α, (1.20a)
Sp1
α = 1√
2
ν
[
w e+i γpnp
α + w e−i γp†np
α
]
+ a2 lp
α, (1.20b)
Sp2
α = 1√
2
ν
[
w e+i γpnp
α + w e−i γp†np
α
]
+ a2 lp
α. (1.20)
En outre à haque  sur-partiule  (p) nous assoions la hiralité χp dénie
par [Siv95, Kaw98℄
χp ≡ 3√3
2ν3
eαβγSp0
α
Sp1
β
Sp2
γ. (1.21)
Un alul rapide montre que la hiralité χp est indépendante du hamps de
jauge loale γp ; nous avons
χp = a
2
ν
nZp
α
lpα. (1.22)
Cette relation (1.22) nous invite à introduire la hiralité nue
χ̂p ≡ nZpαlpα (1.23)
qui dérirait l'état antiferromagnétique de la  sur-partiule  : une  sur-
partiule  idéalement antiferromagnétique ('est-à-dire  à la Néel ) aurait
une hiralité nue nulle indépendamment du pas a du réseau et du nom-
bre quantique s. La dénition d'une hiralité nue χ̂p pour une  sur-partiule 
(p) appartenant à un réseau antiferromagnétique assouvi est immédiate.
Selon la relation (1.8b), les  sur-partiules  de la haîne antiferromagné-
tique ont une hiralité nue nulle.
2.4 Cas d'un système assouvi : le réseau arré
Le réseau arré est pavé ave le 2-ube C1 représenté dans l'algèbre réelle
à divisions C par le quadruplet
C1 = {+1,+i,−1,−i} . (1.24)
Le arré C1 est préservé par toutes ombinaisons de l'opération de onjugaison
et de la rotation i. Un  sur-réseau étant hoisi, les quatre n÷uds d'un  sur-
n÷ud quelonque (p) représenté respetivement par les quatre omplexes
+1, +i, −1 et −i seront étiquetés respetivement par (p0), (p1), (p2) et (p3).
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+1
+i
−1
−i
Figure 1.8: Représentation omplexe du arré C1.
L'antiopération antiferromagnétique étant la rotation −1, nous onstruisons
le paramètre d'ordre antiferromagnétique loal np
α
tel que
4 νnp
α = [Sp0
α + Sp2
α]− [Sp1α + Sp3α] , (1.25a)
la représentation omplexe dp
α
telle que
4√
2
aνdp
α = e−i γp [Sp0
α + i Sp1
α − Sp2α − i Sp3α] , (1.25b)
et la représentation triviale lp
α
telle que
4 a2lp
α = Sp0
α + Sp1
α + Sp2
α + Sp3
α. (1.25)
À la limite lassique les ontraintes sont :
np
2 = 1− a2 dpα†dpα − a4ν2 l2p, (1.26a)
np
α
dpα = −a2ν dpαlpα, (1.26b)
np
α
lpα =
ν
4
[
dp
α
dpα +
†
dp
α†
dpα
]
. (1.26)
Le nombre total de degrés de liberté (égal à huit) est don préservé et le
paramètre d'ordre antiferromagnétique loal np
α
est eetivement normé à
la limite ontinue.
Selon la relation (1.26) la hiralité nue χ̂p d'une  sur-partiule  (p) du
réseau arré est donnée par
χ̂p = ν4
[
dp
α
dpα +
†
dp
α†
dpα
]
. (1.27)
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Aussi si la  sur-partiule  (p) est idéalement antiferromagnétique (hiral-
ité nue nulle), alors dp
α
est un dièdre orthogonal et le ouple (dp
α,np
α)
un trièdre orthogonal à la limite ontinue. Par onséquent pour la théorie
des hamps ainsi onstruite le paramètre d'ordre antiferromagnétique loal
pertinent vit dans SO(3), omme pour le réseau triangulaire.
Les spins internes d'une  sur-partiule  (p) d'un réseau arré antiferro-
magnétique sont donnés par les relations suivantes :
Sp0
α = ν np
α + 1√
2
aν
[
e+i γpdp
α + e−i γp†dp
α
]
+ a2 lp
α, (1.28a)
Sp1
α = −ν npα − 1√
2
aν
[
i e+i γpdp
α − i e−i γp†dpα
]
+ a2 lp
α, (1.28b)
Sp2
α = ν np
α − 1√
2
aν
[
e+i γpdp
α + e−i γp†dp
α
]
+ a2 lp
α, (1.28)
Sp3
α = −ν npα + 1√
2
aν
[
i e+i γpdp
α − i e−i γp†dpα
]
+ a2 lp
α. (1.28d)
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Chapitre 2
Membranes magnétiques
20 Membranes magnétiques
1 Le modèle σ non-linéaire
Le modèle σ non-linéaire, ou la forme harmonique pour les mathématiiens,
est un outil inontournable en physique théorique et un domaine de reherhe
en mathématique [Ura93, TN89, Fra91℄. En physique de la matière onden-
sée, le modèle σ non-linéaire dérit des matériaux antiferromagnétiques isotropes
[Fra91, BP75, Tri79, CHN88, Hal83b℄.
1.1 Préliminaires
Dans le as présent, le modèle σ non-linéaire orrespondra à la limite
ontinue du modèle de Heisenberg dérivant un système de spins lassiques
distribués sur un réseau régulier bidimensionnel et interagissant entre plus
prohe voisin a priori. Le paramètre d'ordre loal [TK76℄ d'un tel système
peut-être représenté par un veteur unitaire n̂ généralement interprété dans
la littérature omme une magnétisation loale [Nak90℄ : dans le Chapitre
préédent, je montre que la nature du paramètre d'ordre n̂ est plus omplexe.
Θ
Φx
y
z
O
N
Figure 2.1: Le paramètre d'ordre n̂ : oordonnées sphériques.
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O
Nord
Sud
P
N
Figure 2.2: Le paramètre d'ordre n̂ : oordonnées stéréographiques.
Le Hamiltonien magnétique Hmag d'une membrane magnétique M sera
don dérite par la fontionnelle [DVGSB95, VGDSB95, BD98℄
Hmag = J
∫∫
M
√
g dΩ gijhαβ∂in
α∂jn
β , (2.1)
où l'intégrale est prise sur toute la membrane M. La onstante J désigne le
ouplage spin-spin isotrope entre plus prohes voisins, 'est-à-dire le terme
d'éhange életronique [Lév97℄ entre deux sites voisins du réseau initial. Les
tenseurs métriques gij et hαβ dérivent respetivement la membrane magné-
tiqueM et la variété du paramètre d'ordre n̂, autrement dit la sphère unité S2.
Le paramètre d'ordre n̂, qui doit satisfaire la ontrainte n̂
2 = 1, admet
deux desriptions naturelles : une desription géométrique et une desription
algébrique. La desription algébrique est impliitement utilisée dans le Hamil-
tonien (2.1), toutefois un système de oordonnées adéquate reste à préiser.
Le paramètre d'ordre n̂ est ommunément représenté par ses oordonnées
sphériques (Θ,Φ) (Figure 2.1) :
n̂ = [sinΘ cos Φ, sinΘ sinΦ, cosΘ] . (2.2)
Le paramètre d'ordre n̂ est ainsi représenté par un point sur la sphère unité S2 ;
par onséquent la métrique h de la variété ible s'érit
h = dΘ⊗dΘ + sin2Θ dΦ⊗dΦ. (2.3)
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Le Hamiltonien magnétique (2.1) devient alors
Hmag = J
∫∫
M
√
g dΩ gij
[
∂iΘ ∂jΘ+ sin
2Θ ∂iΦ ∂jΦ
]
. (2.4)
Sous ette forme, qui inorpore la ontrainte du paramètre d'ordre, le ara-
tère non-linéaire de la fontionnelle (2.1) apparaît ostensiblement.
La desription algébrique onsiste à projeter le paramètre d'ordre n̂ sur
la sphère omplexe C ∪ {∞} via une projetion stéréographique [Coh67,
Nak90℄. Rappelons au passage que la sphère omplexe (ou de Riemann)
s'obtient par ompatiation du plan omplexe C : l'ensemble des points
situés à l'inni est identié à un point unique, l'inni. Compte tenu des
onventions préédemment employées, il est ommode de projeter stéréo-
graphiquement la sphère unité S2 par rapport au ple sud. Les oordon-
nées stéréographiques (U, V ) assoiées au paramètre d'ordre n̂ orrespondent
alors aux oordonnées artésiennes du point intersetion du plan équatorial
et de la demi-droite issue du ple sud passant par le point de oordonnées
sphériques (Θ,Φ), représentant du paramètre d'ordre n̂ sur la sphère unité S2
(Figure 2.2). Notons que le ple nord (Θ = 0) se projette sur l'origine, les
points de l'équateur (Θ = π/2) sur eux-même, et le ple sud (Θ = π) sur
le point inni. Des notions élémentaires de géométrie analytique onduisent
aux relations de passages suivantes :
U = tan 1
2
Θ cosΦ, (2.5a)
V = tan 1
2
Θ sinΦ. (2.5b)
Au paramètre d'ordre n̂ est alors assoié la variable omplexe
W ≡ U + iV (2.6a)
qui vit eetivement sur la sphère omplexe C ∪ {∞} ; nous lisons
W = tan 1
2
Θ eiΦ. (2.6b)
Ii, le Hamiltonien magnétique (2.1) s'érit immédiatement
Hmag = 4J
∫∫
M
√
g dΩ gij
∂iW ∂jW[
1 +WW
]2 (2.7)
en inorporant dans (2.4) l'égalité utile
sinΘ ∂iW = W [∂iΘ+ i sinΘ ∂iΦ] . (2.8)
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1.2 Double obstrution topologique :
lassiation de Toulouse-Kléman
Considérons maintenant la membraneM omme rien d'autre qu'une var-
iété orientable de dimension 2 fermée ou ouverte qui, si néessaire, peut-
être ompatiée en identiant haun de ses bords, si ela a un sens, à
un point unique ; nous noterons M la membrane M ainsi ompatiée. En
d'autres termes, la membrane est momentanément envisagée omme un objet
topologique : seules nous intéressent ii les propriétés qui ne hangent pas lors
de déformations ontinues.
Chaque membrane ompatiée M est ainsi lassée suivant son genre
topologique g ∈ N : deux membranes ompatiéesM de même genre topologique
g sont déformables ontinûment de l'une à l'autre sans introduire auune
déhirure ni trou [Nak90℄. Pour illustration : une sphère est de genre topologique
0, un tore de genre topologique 1, deux tores soudés de genre topologique 2,
et. Autrement dit, l'invariant topologique g verrouille le nombre de trous de
la membrane ; nous noterons Tg la lasse d'équivalene de genre topologique
g. La topologie ombinatoire fournit une relation simple entre la aratéris-
tique d'Euler et le genre topologique [Nak90℄ :
χ (Tg) = 2 (1− g) ; (2.9)
tandis que le théorème de Gauss-Bonnet arme [Str61, DFN92, Nak90℄ :
χ (M) =
1
2π
∫∫
M
√
g dΩK (2.10)
ave K la ourbure loale de Gauss (2.28).
Une approhe similaire existe pour les ongurations de spins. En eet,
les ongurations ontinues du paramètre d'ordre n̂ ne sont autres que les
fontions ontinues qui envoient la membrane ompatiéeM (la variété sup-
port) sur la sphère unité S2 (la variété ible). Or l'ensemble de telles fon-
tions forme le groupe de ohomotopie π2 (Tg), ave g le genre topologique
de M : les fontions ontinues sont lassées ii selon leur lasse d'homotopie
[Spa49, Hu59, Nak90℄. Conséquene immédiate : si le groupe de ohomotopie
π2 (Tg) ne se réduit pas au groupe trivial, nous nous attendons à renon-
trer une physique exotique. En eet, ertains onepts généralement très
féonds en physique sont ii infrutueux : les perturbations  ontinues  ou
plastiques  ne permettent pas de sauter d'une lasse de onguration à une
autre. Aussi, la lassiation des ongurations de spins suivant leur lasse
d'homotopie s'avère fort légitime, voire essentielle [BP75, Bog76, TK76℄. Les
ongurations de spins homotopes à la onguration de spins dont la fon-
tion ontinue assoiée n̂ envoie la membrane ompatiée M en un point
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unique de la sphère unité S2 (e.g. au ple nord) orrespondent aux ongu-
rations triviales. En fait, l'homologie et la ohomologie nous apprennent que
les groupes de ohomotopie π2 (Tg) sont isomorphes au groupe des entiers
relatifs Z. Nous avons eetivement
π2
(
S2
)
= π2
(
S2
) ∼= Z, (2.11)
et, en invoquant la formule de Künneth,
π2
(
T 2
)
= π2
(
S1 × S1
)
= π1
(
S1
)
⊗ π1
(
S1
) ∼= Z; (2.12)
don, par sommation onnexe,
π2 (Tg) ∼= Z ∀g ∈ N. (2.13)
L'invariant topologique qui verrouille les ongurations de spins est l'indie
de Pontrjagin Q qui s'érit
Q =
1
4π
∫∫
M
sin Θ dΘdΦ (2.14)
dans le ontexte présent [Fel87, Nak90℄. Contrairement aux topologues, les
physiiens parle de harge topologique ; nous noterons π2gQ la lasse d'équiv-
alene de harge topologique Q qui envoie la lasse d'équivalene Tg sur la
sphère unité S2. Cet invariant topologique orrespond au nombre de fois que
la sphère unité S2 (la variété ible) est reouverte entièrement quand la mem-
brane ompatiée M (la variété support) est parourue [Fel87℄. En adoptant
le point de vue originelle, l'indie de Pontrjagin déompte les retournements
du paramètre d'ordre n̂. Par onséquent, les ongurations triviales de spins
seront aratérisées par une harge topologique nulle ; par ontraste, les on-
gurations topologiques auront une harge topologique non-nulle.
Pour résumer, la membrane magnétique M est aratérisée par deux in-
variants topologiques :
 son genre topologique g qui verrouille sa onguration spatiale ;
 sa harge topologique Q qui verrouille sa onguration magnétique.
Il est évident qu'une modélisation pertinente de la membrane magnétique
doit à la fois satisfaire et larier ette double obstrution topologique dont
le méanisme peut-être shématisé omme suit :
M ompatiation−−−−−−−−−−→
genre topologique g
M ∈ Tg π
2(Tg)∼=Z−−−−−−−−−−−→
harge topologique Q
n̂ ∈ π2gQ. (2.15)
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1.3 Énergie magnétique :
déomposition de Bogomol'nyi
Comme des onsidérations de symétrie permettent de modéliser de nom-
breux systèmes physiques à ordre symétrique et d'élaborer des théories physiques
[Siv95℄, des onsidérations de topologie doivent permettre de dérire des sys-
tèmes physiques à ordre topologique [TK76, Mer79, Siv95℄. Notons en re-
vanhe que, si l'origine des invariants de symétrie est aquise, l'émergene
d'invariants topologiques en physique demeure une énigme [Ryd85℄. Il est
don remarquable que nous puissions retrouver le verrouillage topologique in-
duit par la distribution de spins à partir du Hamiltonien magnétique (2.1) en
appliquant une méthode suggérée indépendamment par Belavin et Polyakov
[BP75℄ d'une part, et par Bogomol'nyi [Bog76℄ d'autre part.
Pour ommener, introduisons le tenseur T αi tel que
T αi ≡
1√
2
[∂in
α − εE ri F ακ ∂rnκ] ε = ±1. (2.16)
Les tenseurs Eij et Fαβ sont les tenseurs unitaires parfaitement antisymétriques
d'ordre deux assoiés respetivement à la membrane magnétique M et à la
variété du paramètre d'ordre n̂ ; nous lisons
Eij =
√
g ǫij , Fαβ =
√
h ǫαβ , (2.17)
ave ǫab le pseudotenseur unitaire parfaitement antisymétrique. En hoisis-
sant pour la variété ible la métrique sphérique (2.3) et en réduisant loale-
ment la métrique g à une métrique orthogonale, il saute aux yeux que le
salaire gijhαβ T
α
i T
β
j est positif. Or, puisque T
α
i est un tenseur, ette pro-
priété reste vraie pour tout autre hoix de système de oordonnées. Nous en
déduisons que
gijhαβ T
α
i T
β
j > 0. (2.18)
En outre, le alul expliite de ette trae donne
gijhαβ T
α
i T
β
j = g
ijhαβ ∂in
α∂jn
β − 2 ε
√
h√
g
J , (2.19a)
où J est le Jaobien de la transformation loale (xi)→ (nα) :
J = 1
2
ǫκλǫ
rs∂rn
κ∂sn
λ. (2.19b)
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Des relations (2.18) et (2.19a) nous tirons la préieuse inégalité
gijhαβ ∂in
α∂jn
β
> 2 ε
√
h√
g
J . (2.20)
L'intégration membre à membre de l'inégalité (2.20) sur toute la membrane
ompatiée M en adoptant la métrique sphérique (2.3) pour la variété ible
nous onduit aisément au point remarquable de la méthode :∫∫
M
√
g dΩ gijhαβ ∂in
α∂jn
β
> 2 ε
∫∫
M
√
h dΩ J , (2.21a)
> 2
∣∣∣∣∣∣
∫∫
M
sin Θ dΘdΦ
∣∣∣∣∣∣ , (2.21b)
> 8π |Q| , (2.21)
ave Q l'indie de Pontrjagin (2.14). Ayant enore en mémoire l'expression
du Hamiltonien magnétique (2.1), nous érivons sans attendre
Hmag > 8πJ |Q| . (2.22)
Plus prosaïquement, l'énergie magnétique des ongurations de spins ap-
partenant à une même lasse d'équivalene π2gQ est minorée par l'énergie
topologique
EQ ≡ 8πJ |Q| . (2.23)
Qui plus est, par onstrution, ette énergie topologique EQ n'est atteinte que
par les ongurations de spins pour lesquelles le tenseur T αi se onfond ave
le tenseur nul : 'est-à-dire, ompte tenue de la dénition (2.16) du tenseur
T αi , pour lesquelles le paramètre d'ordre n̂ vérie les équations
∂in
α = εE ri F
α
κ ∂rn
κ. (2.24)
Si la métrique de la variété ible est la métrique sphérique (2.3), les équations
auto-duales (2.24) se lisent
∂iΘ = ε
√
g sinΘ ǫir∂
rΦ ; (2.25)
tandis que leur versions algébriques s'érivent
∂iW = −iε√g ǫir∂rW . (2.26)
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Les ongurations topologiques auto-duales seront don les ongurations topologiques
qui minimisent l'énergie magnétique (2.1). Enn, l'énergie topologique EQ
s'interprète immédiatement omme l'énergie minimale néessaire pour re-
tourner |Q| fois le paramètre d'ordre n̂, et le fateur 8πJ omme le quantum
d'énergie minimale de retournement. Avant de onlure, notons que l'inje-
tion de l'égalité (2.19) dans la fontionnelle originelle (2.1) donne une ériture
très pertinente du Hamiltonien magnétique [Fel87℄ :
Hmag = J
∫∫
M
√
g dΩ gijhαβ T
α
i T
β
j + 8πJ |Q| . (2.27)
Pour résumer, la déomposition de Bogomol'nyi montre que le Hamiltonien
magnétique (2.1) lève la lassiation topologique des ongurations magné-
tiques :
 l'énergie magnétique des ongurations de spins appartenant à la même
lasse d'homotopie est minorée par l'énergie minimale néessaire pour
retourner le paramètre d'ordre n̂ ;
 les ongurations topologiques qui minimisent l'énergie magnétique
vérient les équations auto-duales (équations diérentielles du premier
ordre).
Un méanisme omparable existe pour la lassiation topologique des on-
gurations spatiales.
1.4 Énergie de ourbure :
Hamiltonien de Helfrih-Willmore
Pour ommener, rappelons qu'une surfae bidimensionnelle est parfaite-
ment dérite loalement par ses deux ourbures prinipales λ1 et λ2. Leur
produit
K ≡ λ1λ2 (2.28)
est appelé la ourbure loale de Gauss de la surfae, leur moyenne arithmétique
H ≡ 1
2
[λ1 + λ2] (2.29)
la ourbure moyenne loale de la surfae.
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Figure 2.3: Le tore de Cliord est le tore à symétrie axiale dont le rapport
du rayon axiale r sur le rayon de révolution R est égal à 1/
√
2. Selon une
onjeture due à Willmore [Wil82℄, la fontionnelle de Willmore est minimisée
soit par le tore de Cliord soit par un de ses transformés onformes.
Le Hamiltonien gouvernant la dispersion des ourbures prinipales au sens
de la théorie des probabilités [Pin86, Wil93℄
Hel =
1
2
k0
∫∫
M
√
g dΩ
[
λ1 − λ2
2
]2
(2.30)
apparaît omme un andidat légitime pour dérire les déformations ontinues
et loalisées subies par une membrane souple ompatiée M spontanément
à ourbure onstante. La onstante k0 sera interprétée omme la rigidité de
ourbure nue. La relation immédiate[
λ1 − λ2
2
]2
=
[
λ1 + λ2
2
]2
− λ1λ2, (2.31a)
= H2 −K, (2.31b)
permet d'érire le Hamiltonien élastique naïf (2.30) sous la forme plus perti-
nente :
Hel =
1
2
k0
∫∫
M
√
g dΩH2 − 1
2
k0
∫∫
M
√
g dΩK. (2.32)
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D'après le théorème de Gauss-Bonnet (2.10), l'intégrale de droite ne dépend
que du genre topologique g de lamembrane souple ompatiée M. L'intégrale
de gauhe n'est autre que la fontionnelle de Willmore [Wil82, Wil93℄ : pour
des surfaes à topologie sphérique (g = 0), elle est minimale (et nulle) pour la
membrane plane ; pour des surfaes à topologie torique (g = 1), elle est mi-
norée par 4π et serait minimale (onjeture due à Willmore [Wil82℄) soit pour
le tore de Cliord (Figure 2.3) soit pour un de ses transformés onformes.
Ainsi le Hamiltonien élastique naïf (2.30) ne onvient-il plus pour dérire
des déformations ontinues et loalisées endurées par une membrane sou-
ple ompatiée M de topologie non sphérique (g 6= 0). En introduisant une
ourbure moyenne spontanée non nulle H0, Helfrih [Hel73, Fou92℄ obtient
un Hamiltonien élastique plus adéquate :
Hel =
1
2
kc
∫∫
M
√
g dΩ [H −H0]2 − 12kg
∫∫
M
√
g dΩK, (2.33)
où la rigidité de ourbure nue k0 a été renormalisée. La onstante kc désigne
la rigidité de ourbure, kg la rigidité topologique. Dorénavant, par Hamiltonien
élastique Hel nous entendrons le Hamiltonien heuristique (2.33). En vertu du
théorème de Gauss-Bonnet (2.10) et de la relation (2.9), le Hamiltonien de
Helfrih-Willmore (2.33) se lit
Hel =
1
2
kc
∫∫
M
√
g dΩ [H −H0]2 + 2πkg (g − 1) . (2.34)
Cette ériture du Hamiltonien élastique Hel doit être omparée ave l'érit-
ure (2.27) du Hamiltonien magnétique Hmag, et réiproquement. En regard
de quoi, la ourbure spontanée H0 qui doit dérire les propriétés physiques de
la membrane soupleM orrespondra dans la suite du Chapitre à la ourbure
moyenne d'une surfae hoisie a priori arbitrairement omme étant ee-
tivement la forme spontanée de la membrane ompatiée M. Dans e as
restritif, le Hamiltonien magnétique (2.34) se ontente de dérire des défor-
mations de faible amplitude, et les ourbures renormalisées kc et kg dépendent
lairement de e hoix arbitraire.
Pour résumer, nous pouvons onstruire un Hamiltonien élastique qui lève
la lassiation topologique des ongurations spatiales :
 l'énergie élastique est minorée par l'énergie minimale requise pour réer
un trou topologique ;
 les formes topologiques qui minimisent l'énergie élastique orrespondent
aux formes spontanées de la membrane ompatiée M.
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1.5 Frustration géométrique
Dans les parties antérieures nous montrons qu'une membrane magnétique
M se aratérise par une double lassiation topologique, haune étant
levée par un Hamiltonien :
 le Hamiltonien élastique Hel engendre des formes homéomorphes à des
formes spontanées pour lesquelles l'énergie de ourbure Eel est saturée ;
 le Hamiltonien magnétique Hmag génére des ongurations de spins
homotopes à des ongurations topologiques auto-duales pour lesquelles
l'énergie magnétique Emag est saturée.
Ainsi à la double obstrution topologique (2.15) orrespond-t-il la double
levée topologique suivante :
M Hel−−−−−−−−−→
forme spontanée
M ∈ Tg Hmag−−−−−−−−−−−−−→
onguration auto-duale
n̂ ∈ π2gQ. (2.35)
Généralement, le Hamiltonien total H d'une membrane magnétique M
est déni omme la somme de trois Hamiltoniens :
H ≡ Hmag + Hel + Hm−el, (2.36)
où Hmag, Hel et Hm−el représentent, respetivement, le Hamiltonien mag-
nétique, élastique et magnéto-élastique. Or, pour un système quasi-unidimen-
sionnel, l'addition d'un terme de ouplage spin-élastiité revient à renormaliser
la onstante J de ouplage spin-spin [CT80℄. Nous dénirons don le Hamilto-
nien total H de la membrane magnétique ompatiée M omme la somme
du Hamiltonien magnétique (2.1) et du Hamiltonien élastique (2.33) ; des
expressions (2.27) et (2.34) nous tirons la formule
H = kc
∫∫
M
√
g dΩ
[
κ gijhαβ T
α
i T
β
j +
1
2
[H −H0]2
]
+ 8πJ |Q|+ 2πkg (g − 1) , (2.37)
où nous avons introduit la onstante relative de ouplage κ ≡ J/kc. L'ériture
(2.37) du Hamiltonien total H plae pertinemment sur un même pied les
interations élastique et magnétique : la métrique gij et le paramètre d'ordre
n̂ interagissent. Par onguration géométrique nous désignerons un ouple
(gij, n̂) qui minimise le Hamiltonien total H , 'est-à-dire un ouple (gij , n̂)
solution des équations d'Euler-Lagrange déduites du Hamiltonien H . Ainsi la
double levée topologique (2.35) se ombine-t-elle en une levée double :
M H−−−−−−−−−−−−−−→
onguration géométrique
(gij , n̂) ∈ Tg × π2gQ. (2.38)
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A priori les ongurations géométriques (gij , n̂) ne saturent pas le Hamil-
tonien total H : les ongurations géométriques dont l'énergie totale E est
supérieure à l'énergie minimum minimorum topologique
E ≡ 8πJ |Q|+ 2πkg (g − 1) (2.39)
sont dites frustrées. Cette frustration géométrique apparaît lairement omme
la ompétition entre les deux ordres topologiques, et l'exès d'énergie qui la
aratérise omme une énergie d'interation topologique.
Pour résumer, le Hamiltonien total H ombine la double lassiation
topologique de la membrane magnétique souple ompatiée M :
 l'énergie des ongurations géométriques appartenant à la même lasse
d'homotopie est minorée par l'énergie minimum minimorum topologique
E néessaire pour retourner le paramètre d'ordre n̂ et pour former les
trous topologiques ;
 une frustration géométrique émerge a priori de la ompétition entre
les deux ordres topologiques, les ongurations géométriques (qui véri-
ent les équations d'Euler-Lagrange déduites de H ) ne minimisant pas
néessairement a priori l'énergie magnétique et/ou l'énergie élastique.
Il est évident que des illustrations simples doivent permettre de larier le
méanisme de ette frustration géométrique.
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2 Membranes de topologie sphérique
Dans ette partie, nous envisageons des membranes magnétiques souples
ompatiées de genre topologique sphérique et de forme spontanée simple : des
brisures de symétrie suessives révèlent une physique de plus en plus exotique.
Je met en évidene le méanisme de la frustration géométrique en gelant une
onguration magnétique de la membrane souple rigidiée.
2.1 La sphère : une forte dégénéresene
Pour une membrane souple rigidiée (kc = ∞), le Hamiltonien total H
se réduit au Hamiltonien magnétique Hmag : les ongurations géométriques
se onfondent alors ave les ongurations topologiques auto-duales.
Une représentation naturelle de la sphère rigide, en oordonnées sphériques
(ρ, θ, ϕ), est
ρ = r, (2.40)
ave r le rayon de la sphère rigide. La métrique de la membrane magnétique
s'érit alors
g = r2
[
dθ⊗dθ + sin2 θ dϕ⊗dϕ
]
; (2.41)
ainsi gθϕ = gϕθ = 0 et nous avons
gθθ
√
g = sin θ, gϕϕ
√
g =
1
sin θ
. (2.42)
Aussi l'expression (2.4) du Hamiltonien magnétique s'érit
Hmag=J
+π∫
0
dθ
+π∫
−π
dϕ
[sin θ Θ2θ + sin2Θsin θ Φ2ϕ
]
+
[
Θ2ϕ
sin θ
+ sin θ sin2Θ Φ2θ
] ,
(2.43)
où les indies représentent les dérivés partielles. Notons que la densité Hamil-
tonienne magnétique de la sphère rigide magnétique est indépendante du
rayon r de la sphère. De la fontionnelle (2.43) nous tirons aisément les équa-
tions auto-duales de la sphère rigide magnétique :
sin θ Θθ = ε sinΘ Φϕ, (2.44a)
Θϕ = −ε sin θ sinΘ Φθ. (2.44b)
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Leur versions algébriques prennent la forme
Uu = +ε Vv, (2.45a)
Uv = −ε Vu. (2.45b)
Les nouvelles oordonnées (u, v) orrespondent aux oordonnées stéréographiques
par rapport au ple sud de la sphère rigide projetée sur la sphère unité S2 ;
nous lisons
u = tan 1
2
θ cosϕ, (2.46a)
v = tan 1
2
θ sinϕ. (2.46b)
Reonnaissant le ritère de Cauhy-Riemann, nous armons que W est une
fontion méromorphe [WW52℄ de la variable omplexe w ≡ u+εiv, le signe ε
orrespondant au signe de la harge topologique Q. Par onséquent, il existe
une innité de onguration topologique auto-duale sur la sphère magnétique
rigide ; la onguration topologique auto-dualeW (w) = w est ommunément
appelée la  onguration hérisson [Fra91, Tho98℄.
Par la suite, la reherhe de ongurations symétriques permet de main-
tenir les aluls abordables. Dans le as présent, il s'agit de hoisir arbitraire-
ment un des axes de rotation de la sphère spontanée puis de reherher les
ongurations symétriques suivant et axe.
Compte tenu des onventions déjà utilisées et en introduisant la nouvelle
oordonnée ζ ≡ π/2 − θ an de souligner la symétrie par rapport au plan
équatorial, les ongurations symétriques sont ii telles que
Θϕ = Φζ = 0 (2.47)
ave omme onditions aux ples
Θ
(
ζ = −π
2
)
= 0 et Θ
(
ζ = +π
2
)
= 0 [π] . (2.48)
Le Hamiltonien magnétique (2.43) s'érit alors
Hmag = J
+pi
2∫
−pi
2
dζ
+π∫
−π
dϕ
[
cos ζ Θ2ζ +
sin2Θ
cos ζ
Φ2ϕ
]
. (2.49)
Les équations d'Euler-Lagrange des ongurations symétriques qui extrémisent
le Hamiltonien magnétique (δHmag = 0) sur la sphère rigide magnétique se
déduisent de (2.49) sans diulté :
Φϕϕ = 0, (2.50a)
cos ζ dζ [cos ζ Θζ] = sinΘ cosΘ Φ
2
ϕ. (2.50b)
34 Membranes magnétiques
L'intégration de l'équation (2.50a) est immédiate :
Φϕ = qϕ qϕ ∈ Z; (2.51a)
par onséquent (2.50b) devient
cos ζ dζ [cos ζ Θζ ] = q
2
ϕ sinΘ cosΘ. (2.51b)
Cette nouvelle équation (2.51b) s'intégre sans eort en multipliant ses deux
membres par Θζ ; nous lisons
cos2 ζ Θ2ζ = q
2
ϕ sin
2Θ+ m˜ m˜ ∈ [0,+∞[ . (2.52a)
Or les onditions aux ples (2.48) imposent
m˜ = 0, (2.52b)
aussi nous aurions dû lire
cos ζ Θζ = ε qϕ sinΘ. (2.52)
Conséquene immédiate : les ongurations auto-duales reouvrent toutes
les ongurations magnétiques symétriques puisque (2.51a) et (2.52) véri-
ent sans équivoque l'équation auto-duale (2.44a). Des aluls analytiques
fastidieux montrent que l'ériture algébrique des ongurations magnétiques
auto-duales est de la forme
W (w) = wqϕ . (2.53)
Pour εqϕ = 1, nous retrouvons la onguration hérisson
Θ = π
2
− ζ = θ. (2.54)
En outre, des aluls ennuyeux de géométrie diérentielle montrent que les
déformations symétriques de la sphère souple sont d'ordre trois au moins :
les ongurations magnétiques symétriques ne déformerons don pas une
sphère souple susamment rigide (κ ≈ 1). Autrement dit, les ongurations
géométriques symétriques de la sphère souple magnétique ne sont pas frus-
trées.
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2.2 Le ylindre inni : des solitons assouvis
Considérons maintenant une membrane magnétique souple ompatiée
M toujours de genre topologique sphérique mais dont la forme spontanée
n'admet qu'un seul axe de révolution : une setion de ylindre droit.
En oordonnées ylindriques (ρ, ϕ, z), une telle membrane rigidiée est
parfaitement dérite par
ρ = r, (2.55a)
−∆z 6 z 6 +∆z, (2.55b)
où les onstantes réelles positives r et ∆z sont respetivement le rayon du
ylindre et la demi-longueur de la setion. La métrique de la membrane mag-
nétique est alors de la forme
g = r2dϕ⊗dϕ+ dz⊗dz; (2.56)
aussi gϕz = gzϕ = 0 et nous avons
gϕϕ
√
g =
1
r
, gzz
√
g = r. (2.57)
D'emblée nous étudions les ongurations symétriques telles que
Θϕ = Φz = 0; (2.58)
dans es onditions le Hamiltonien magnétique (2.4) s'érit
Hmag = J
+∆z∫
−∆z
dz
+π∫
−π
dϕ
[
r Θ2z +
sin2Θ
r
Φ2ϕ
]
. (2.59)
Une expression sans dimension de (2.59) s'obtient en eetuant un hange-
ment d'éhelle suivant l'axe des z :
Hmag = J
+∆ζ∫
−∆ζ
dζ
+π∫
−π
dϕ
[
Θ2ζ + sin
2Θ Φ2ϕ
]
, (2.60)
ave
ζ ≡ z/r et ∆ζ ≡ ∆z/r. (2.61)
Enn, la membrane magnétique est ompatiée en imposant une densité
Hamiltonienne nulle aux bords :
Θζ (ζ = ±∆ζ) = 0, (2.62a)
Θ (ζ = −∆ζ) = 0 et Θ (ζ = +∆ζ) = 0 [π] . (2.62b)
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Les équations auto-duales symétriques d'une setion du ylindre magnétique
rigide se déduisent failement de la fontionnelle (2.60) :
Θζ = ε sin Θ Φϕ. (2.63)
En outre les relations (2.58) imposent le dédoublement
Φϕ = qϕ, (2.64a)
Θζ = ε qϕ sinΘ, (2.64b)
ave qϕ ∈ Z. Enn la solution de l'équation (2.64b) est le soliton
Θ (ζ) = 2 arctan [exp (εqϕζ)] . (2.65a)
Par onséquent les onditions aux bords (2.62) ne sont satisfaites que si
∆ζ = +∞, (2.65b)
les solitons (2.65a) reouvrant alors |qϕ| fois la sphère unité S2. En d'autres
termes, seul le ylindre de longueur innie admet des ongurations magné-
tiques auto-duales symétriques. Avant d'approfondir le as des ylindres de
longueur nie, ahevons elui du ylindre inni.
Puisque, ompte tenu du hangement d'éhelle (2.61) et de l'expression
des solitons magnétiques (2.65), le rayon r et la oordonnée z apparais-
sent respetivement omme le paramètre de forme pertinent et la oordonnée
urviligne pertinente, le rayon r de la membrane souple rigidiée doit être
libéré suivant l'axe des z :
r (z) = r0 [1 + Λ (z)] , (2.66)
où r0 représente le rayon spontané et la fontion Λ la déformation ontinue
loale. L'orthogonalité de la métrique rigidiée est onservée tandis que les
formules (2.57) deviennent
gϕϕ
√
g =
√
1 + r20Λ
2
z
r
, gzz
√
g =
r√
1 + r20Λ
2
z
. (2.67)
Considérant des déformations ontinues de faible amplitude, nous dévelop-
pons la densité du Hamiltonien élastique (2.34) jusqu'à l'ordre deux en Λ,
Λz et Λzz :
Hel =
1
8
πkc
+∆ζ∫
−∆ζ
dζ Λ2, (2.68)
ave des notations naturelles et en omettant le terme topologique.
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Si une des ongurations magnétiques de la membrane souple M rigid-
iée est gelée, le Hamiltonien magnétique Hmag de la membrane souple M
devient alors une fontionnelle de la seule déformation Λ. Dans e ontexte
les déformations Λ qui minimisent le Hamiltonien total H permettent de se
faire une idée des déformations eetivement induites par la distribution de
spins et subies par la membrane souple ompatiée M.
Pour la métrique souple (2.67), un développement limité de la densité du
Hamiltonien magnétique (2.4) jusqu'à l'ordre deux en Λ et Λz donne :
Hmag = J
+∆ζ∫
−∆ζ
dζ
+π∫
−π
dϕ
[[
Θ2ζ + sin
2Θ Φ2ϕ
]
−
(
−Λ + 1
2
Λ2ζ
) [
Θ2ζ − sin2Θ Φ2ϕ
]
+ Λ2 sin2Θ Φ2ϕ
]
, (2.69)
pour une onguration magnétique symétrique gelée quelonque. Dès lors les
déformations Λ induites par les solitons magnétiques (2.65) gelés et subies
par le ylindre souple magnétique inni doivent extrémiser le Hamiltonien
total
H = 2πJq2ϕ
+∞∫
−∞
dζ
[[
2 + Λ2
]
sin2Θ+
1
16κq2ϕ
Λ2
]
, (2.70)
somme du Hamiltonien élastique (2.68) et du Hamiltonien magnétique (2.69)
pour es ongurations magnétiques. Or il apparaît lairement que seule la
déformation triviale Λ = 0 minimise ette fontionnelle (2.70) : les solitons
magnétiques (2.65) ne déforment pas le ylindre souple magnétique inni.
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2.3 Setions de ylindre : déformation solitonique
Dans la setion préédente, nous montrons qu'il n'existe pas de ongu-
ration magnétique symétrique auto-duale sur les setions nies de ylindre
magnétique rigide : e n'est pas pour autant qu'il n'existe pas de onguration
topologique symétrique.
De telles ongurations doivent satisfaire les onditions aux bords (2.62) et
minimiser le Hamiltonien magnétique (2.60), 'est-à-dire vérier les équations
d'Euler-Lagrange
Φϕϕ = 0, (2.71a)
Θζζ = sinΘ cosΘ Φ
2
ϕ. (2.71b)
L'équation (2.71a) s'intégrant sans eort, nous érivons
Φϕ = qϕ, (2.72a)
Θζζ = q
2
ϕ sinΘ cosΘ, (2.72b)
ave qϕ ∈ Z le nombre de reouvrement de la sphère unité S2 autour de
l'axe de révolution. Notons au passage que e système dédoublé (2.72) re-
produit le dédoublement auto-dual (2.64). De surroît l'équation (2.72b), au
hangement d'éhelle ̺ ≡ qϕζ près, n'est rien d'autre que l'équation simple
de sinus-Gordon (sg)
1
; la solution de l'équation (2.72b) est don le soliton
périodique
Θ (ζ) = εα (qϕζ | m˜)− π2 δpaire,qζ , (2.73a)
ave qζ ∈ Z le nombre de reouvrement de la sphère unité S2 le long de l'axe
de révolution. Les onditions aux bords (2.62b) ne sont satisfaites que si le
paramètre m˜ vérie
m˜ = K−1α
(∣∣∣∣∣qϕqζ
∣∣∣∣∣∆ζ
)
, (2.73b)
les solitons périodiques (2.73a) ayant alors la harge topologique
Q = qϕqζ . (2.73)
Observons pour nir que les résultats du ylindre rigide inni se retrouvent
aisément en faisant tendre ∆ζ vers l'inni, tandis que le rayon r et la oor-
donnée z gardent leur pertinene.
1
Le leteur est invité à onsulter l'Annexe A pour se familiariser (rapidement) ave
l'équation de sinus-Gordon et les notations utilisées.
Néanmoins, pour le leteur averti : α (· | m˜) orrespond à la solution roissante de l'équation
simple de sinus-Gordon (sg) loalisée à l'origine et aratérisée par le paramètre m˜, la
quasi quart-période de sinus-Gordon Kα vériant Kα (m˜) = K (1 + m˜) ave K l'intégrale
elliptique de première espèe.
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Figure 2.4: Déformation symétrique d'une se-
tion de ylindre magnétique souple en présene
d'un 2π-soliton magnétique (2.73) : l'unité de
longueur est le rayon r de la setion rigidiée
(représentée par la grille extérieure), la demi-
longueur relative ∆ζ ≡ ∆z/r est égale à 5, la
onstante relative de ouplage κ ≡ J/kc à 1/2,
enn la déformation loale Λ est magniée par un
fateur 10.
Le soliton frustré se libère en rétréissant globale-
ment la membrane magnétique ; les deux rene-
ments orrespondent aux deux vagues du soliton :
son énergie magnétique Emag s'y onentrant in-
dépendamment de la géométrie de la membrane,
il refoule l'énergie magnétique aumulée en ses
branhes.
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An d'étudier la frustration géométrique des solitons magnétiques (2.73),
introduisons Emag le rapport de leur énergie magnétique Emag sur leur énergie
topologique EQ (2.23) :
Emag ≡ Emag
EQ
. (2.74)
Le alul expliite de Emag donne
Emag = E (1 + m˜) +
1
2
m˜ K(1 + m˜) , (2.75a)
=
√
1 + m˜
[
E
(
1
1+m˜
)
− 1
2
m˜
1+m˜
K
(
1
1+m˜
)]
, (2.75b)
où les fontions K et E désignent respetivement l'intégrale elliptique de
première et de seonde espèe [WW52, Law89℄. L'énergie relative Emag des
solitons magnétiques (2.73) ne dépend ainsi que du paramètre m˜. Qui plus est,
Emag roît stritement de 1 vers∞ lorsque m˜ varie de 0 vers∞. Le paramètre
m˜ se révèle don omme le paramètre pertinent de la frustration géométrique :
plus m˜ est grand plus les solitons magnétiques (2.73) sont frustrés, le as
m˜ = 0 orrespondant à un système assouvi. Rétrospetivement la relation
(2.73b) permet de mieux saisir le méanisme de frustration des setions nies
de ylindre magnétique rigide : les solitons magnétiques (2.73) tendent à se
retourner autour de l'axe de révolution (|qϕ| grand) et à s'étendre le long
de l'axe de révolution (|qζ | petit et ∆ζ grand). Conséquene immédiate : les
solitons magnétiques (2.73) sont frustrés pare que onnés (∆ζ <∞).
Maintenant les déformations Λ subies par les setions de ylindre souples
magnétiques et induites par les solitons magnétiques frustrés (2.73) gelés
doivent extrémiser le Hamiltonien total
H = 2πJq2ϕ
+∆ζ∫
−∆ζ
dζ
 (2 + m˜)− m˜ [−Λ + 1
2
Λ2ζ
]
− (1 + m˜)
[
2 + Λ2
]
sn2 (qϕζ | 1 + m˜) +
(
1 +
1
16κq2ϕ
)
Λ2
 , (2.76)
qui doit être lu omme la version frustrée du Hamiltonien total (2.70). Les
équations d'Euler-Lagrange de et Hamiltonien (2.76) prennent la forme
Λ̺̺ +
[
(1 +m)A−mB sn2 (̺ | m)
]
Λ =
√
m j, (2.77a)
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où nous avons posé
m = 1 + m˜, (2.77b)
A =
2
m˜q2ϕ
[
1 +
1
16κq2ϕ
]
, (2.77)
B =
2
m˜q2ϕ
, (2.77d)
j =
−1
q2ϕ
√
1 + m˜
. (2.77e)
Ii nous avons également introduit la nouvelle variable ̺ ≡ qϕζ . L'équation
diérentielle linéaire inhomogène du seond ordre (2.77) n'est rien d'autre
l'équation inhomogène de Lamé (il) ave un terme inhomogène onstant
2
; une
solution raisonnable de l'équation (2.77) est don la déformation solitonique
Λ (ζ) = L (qϕ ζ | 1 + m˜;A,B, j) . (2.78)
La frustration géométrique apparaît ostensiblement dans l'équation d'Euler-
Lagrange (2.77) : Λ = 0 n'est pas solution. Conentrons-nous à présent sur
le méanisme de déformation. D'après les relations (2.61), (2.73b) et (2.75)
nous savons que l'énergie magnétique Emag des solitons (2.73) déroît en
fontion du rayon r : les solitons tendent à rétréir radialement la setion de
ylindre souple magnétique. D'un autre té le Hamiltonien élastique (2.68)
essaie de maintenir sa forme spontanée. Par onséquent la ompétition entre
l'énergie magnétique et l'énergie élastique se traduit par une rédution du
rayon r. Or l'énergie du soliton est essentiellement loalisée sur sa vague (Θ
prohe de
π
2
) selon (2.60) : la déformation est ainsi moins importante sur
la vague du soliton puisque l'énergie élastique est isotrope. Pour interpréter
les onséquenes géométriques de ette libération géométrique dénissons la
dilatation relative du ylindre λC par
λC ≡ r
r0
= 1 + Λ. (2.79)
2
Le leteur est enouragé à lire l'Annexe B qui aborde l'équation inhomogène de
Lamé (il) en se bornant au ontexte renontré.
Toutefois, pour le leteur averti : L (· | m;A,B, j) désignera la fontion (bornée) asso-
iée à la solution minimale de l'équation aux diérenes linéaire du seond ordre déduite
de l'équation inhomogène de Lamé (il) suivant la méthode ommunément utilisée pour
onstruire les fontions dites de Lamé (solutions de l'équation homogène de Lamé).
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Figure 2.5: La dilatation relative λC de setions de ylindre magnétiques
souples en présene d'un π-soliton magnétique (2.73) : la dilatation rela-
tive λC dénie par (2.79) est représentée en fontion de ζ/∆ζ = z/∆z pour
diérentes demi-longueurs relatives ∆ζ = ∆z/r, la onstante relative de ou-
plage étant xée (κ ≡ J/kc = 1/16).
• Le as dégénéré (∆ζ =∞) orrespond au ylindre magnétique souple in-
ni : le soliton magnétique n'étant pas onné peut s'étendre sans restrition
auune tout le long de l'axe de révolution et son énergie magnétique Emag
atteindre son énergie minimum minimorum topologique EQ.
• Les autres as (∆ζ <∞) illustrent le méanisme de libération géométrique :
le soliton magnétique onné ne pouvant pas s'épanouir suivant l'axe de rota-
tion refoule son exès d'énergie magnétique ∆Emag = Emag −EQ en rétréis-
sant radialement la membrane magnétique souple ; l'énergie du soliton étant
loalisée en sa vague et l'énergie élastique isotrope, les déformations sont plus
prononées en ses branhes.
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3 Membranes de topologie torique
3.1 Le tore : une dégénéresene solitonique
La représentation la plus naturelle du tore est donnée en oordonnées
ylindriques (ρ, ξ, z) :
ρ = R + r cosϕ, z = r sinϕ, (2.80)
où le rayon de révolution R et le rayon axiale r vérient 0 < r < R, l'an-
gle ϕ variant de −π à π. Toutefois, il s'avère plus ommode d'utiliser la
représentation suivante [Z90℄
ρ =
a sinh b
cosh b− cos η , z =
a sin η
cosh b− cos η , (2.81)
où les nouveaux paramètres onstants a et b sont des réels positifs, tandis
que l'angle poloïdale η varie de −π à π. Les relations
a =
√
(R + r)(R − r) et cosh b = R
r
(2.82)
fournissent une interprétation géométrique immédiate des nouveaux paramètres :
appelons a le rayon géométrique et b l'angle d'exentriité. Réiproquement,
les paramètres naturels R et r sont donnés par
R =
a
tanh b
et r =
a
sinh b
. (2.83)
Enn, la transformation entraîne la relation
tan 1
2
η = tanh 1
2
b tan 1
2
ϕ, (2.84a)
=
√
R− r
R + r
tan 1
2
ϕ. (2.84b)
La métrique de la membrane magnétique en oordonnées péri-polaires (ξ, η)
s'érit alors
g =
a2
(cosh b− cos η)2
[
sinh2 b dξ⊗dξ + dη⊗dη
]
, (2.85)
ainsi gξη = gηξ = 0 et nous avons
gξξ
√
g =
1
sinh b
, gηη
√
g = sinh b. (2.86)
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Pour le tore rigide l'expression (2.4) du Hamiltonien magnétique s'érit don
littéralement
Hmag=J
+π∫
−π
dξ
+π∫
−π
dη
[ Θ2ξ
sinh b
+ sinh b sin2Θ Φ2η
]
+
[
sinh b Θ2η +
sin2Θ
sinh b
Φ2ξ
] .
(2.87)
Un hangement d'éhelle approprié suivant l'axe des z donne
Hmag=J
+∆ζ∫
−∆ζ
dζ
+π∫
−π
dη
[[
Θ2ζ + sin
2Θ Φ2η
]
+
[
Θ2η + sin
2Θ Φ2ζ
]]
, (2.88)
ave
ζ ≡ sinh b ξ et ∆ζ ≡ sinh b π. (2.89)
De et Hamiltonien (2.88) nous déduisons les équations auto-duales du tore
rigide magnétique :
Θζ = ε sinΘ Φη, (2.90a)
Θη = −ε sinΘ Φζ . (2.90b)
Sans eort nous érivons leur versions algébriques
Uζ = +ε Vη, (2.91a)
Uη = −ε Vζ . (2.91b)
En vertu du ritère de Cauhy-Riemann, W est une fontion méromorphe
[WW52℄ de la variable omplexe ω ≡ ζ + εiη, le signe ε étant le signe de la
harge topologique Q. Introduisons le réseau L(2∆ζ, i2π) ≡ {2m∆ζ + i2nπ |
m,n ∈ Z} et notons que le tore est homéomorphe à C/L(2∆ζ, i2π) : W
est don une fontion elliptique [WW52, Law89℄. Par onséquent la harge
topologique Q de la onguration W orrespond à l'ordre de la fontion
elliptique W [WW52℄, au signe près. Or l'ordre d'une fontion elliptique est
toujours supérieur ou égal à deux ; nous avons don
|Q| > 2 (2.92)
en aord ave le théorème de Eells-Wood [EL78℄. En outre, la représenta-
tion des fontions elliptiques à l'aide des σ-fontions de Weierstrass [WW52,
Law89℄ autorise une ériture formelle des ongurations topologiques auto-
duales :
W (ω) = tan 1
2
Θ0 e
iΦ0
|Q|∏
n=1
σ (ω − zn)
σ (ω − pn) , (2.93a)
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où les zéros zn et les ples pn doivent vérier la règle de séletion
|Q|∑
n=1
zn =
|Q|∑
n=1
pn. (2.93b)
Dans la foulé, érivons leur densité Hamiltonienne magnétique Hmag à l'aide
des ζ-fontions de Weierstrass :
Hmag = J
[ |Wω|
1 + |W |2
]2
= J
[ |W |
1 + |W |2
]2 ∣∣∣∣∣∣
|Q|∑
n=1
ζ(ω − zn)−
|Q|∑
n=1
ζ(ω − pn)
∣∣∣∣∣∣
2
. (2.93)
3.2 Setions de tore : déformation solitonique
Restreignons nous maintenant à une membrane magnétique souple om-
patiée M dont la forme spontanée est une setion de tore.
En oordonnées péri-polaires (ξ, η) préédemment introduites, une telle
membrane rigidiée est dérite en restreignant l'angle de rotation :
−∆ξ 6 ξ 6 +∆ξ, (2.94a)
où le demi-angle ∆ξ doit vérier
0 < ∆ξ < π. (2.94b)
Enore une fois nous nous bornerons à étudier les ongurations symétriques :
Θη = Φξ = 0; (2.95)
le Hamiltonien magnétique (2.4) prend alors la forme attendue
Hmag=J
+∆ζ∫
−∆ζ
dζ
+π∫
−π
dη
[
Θ2ζ + sin
2Θ Φ2η
]
, (2.96)
ave
ζ ≡ sinh b ξ et ∆ζ ≡ sinh b ∆ξ. (2.97)
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Enn, la setion de tore est ompatiée en imposant une densité Hamiltoni-
enne nulle aux bords :
Θζ (ζ = ±∆ζ) = 0, (2.98a)
Θ (ζ = −∆ζ) = 0 et Θ (ζ = +∆ζ) = 0 [π] . (2.98b)
Il saute aux yeux que le magnétisme des setions de tore magnétiques
souples rigidiées est similaire à elui des setions de ylindre magnétiques
souples rigidiées étudié dans la Sous-Setion 2.3 : seule la forme spontanée
des membranes souples dière. Autrement dit, les géométries ne sont pas sim-
ilaires mais le hoix des métriques (2.56) et (2.85) rend le magnétisme simi-
laire. Par ontre la diérene entre les formes spontanée est intrinsèque : les
ourbures prinipales sont globales (i.e. onstantes) pour les setions de ylin-
dre, loales pour les setions de tore. Il en déoule des paramètres de forme
pertinents de nature diérente. Pour les setions de ylindre, le paramètre
de forme pertinent est le rayon r : une distane. Pour les setions de tore,
le paramètre de forme pertinent est l'angle d'exentriité b : un rapport de
distane. Nous nous attendons don à trouver des lois de déformation simi-
laires mais aux onséquenes géométriques dissemblables : nous allons mon-
trer qu'elles sont semblables.
D'après (2.97) et par analogie, l'angle d'exentriité b (le paramètre de
forme pertinent) doit être libéré en fontion de l'angle ξ (la oordonnée
urviligne pertinente) :
b (ξ) = b0 + Λ (ξ) , (2.99)
ave b0 l'angle d'exentriité spontané et Λ la déformation loale. La métrique
reste orthogonale et les relations (2.86) se lisent
gξξ
√
g =
1√
sinh2 b+ Λ2ξ
, gηη
√
g =
√
sinh2 b+ Λ2ξ . (2.100)
De long aluls fastidieux onduisent, en utilisant des outils lassiques de
géométrie diérentielle [Str61℄, à l'expression suivante de la ourbure moyenne
loale :
2a H (ξ, η) =
sinh b√
sinh2 b+ Λ2ξ
[
sinh b+
cosh b cos η − 1
sinh b
]
+
cosh b− cos η[
sinh2 b+ Λ2ξ
] 3
2
[
sinh bΛξξ − cosh bΛ2ξ
]
. (2.101)
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Clairement, pour des déformations susamment lisses, le seond terme s'é-
vanouit et le fateur d'éhelle du premier terme tend vers un : l'expression
qui s'en dégage orrespond alors à la ourbure moyenne rigidiée. En on-
séquene de quoi, nous essayons omme ourbure moyenne spontanée non
nulle H0 la fontion
2a H0 (ξ, η) = sinh b0 +
cosh b0 cos η − 1
sinh b0
+
cosh b− cos η[
sinh2 b+ Λ2ξ
] 3
2
[
χ˜2 sinh bΛξξ − χ˜1 cosh bΛ2ξ
]
, (2.102)
ave χ˜1 et χ˜2 des onstantes phénoménologiques. Pour parahever notre mod-
élisation, développons la densité du Hamiltonien élastique (2.34) jusqu'à l'or-
dre deux en Λ, Λξ et Λξξ :
Hel =
1
2
πkc
+∆ζ∫
−∆ζ
dζ
[
c2Λ
2 + 2c1χ2Λ
2
ζ + χ
2
2Λ
2
ζζ
]
, (2.103a)
ave
χ2 = 1− χ˜2, (2.103b)
c1 =
1 + sinh b0 cosh b0
sinh2 b0
, (2.103)
c2 =
1 + sinh b0 cosh b0
(
3 + sinh2 b0
)
sinh4 b0
. (2.103d)
Préisons le hangement d'éhelle eetué :
ζ ≡ sinh b0 ξ et ∆ζ ≡ sinh b0 ∆ξ. (2.104)
Les déformations spontanées Λ qui extrémisent et Hamiltonien élastique
(2.103) satisfont aux équations d'Euler-Lagrange suivantes [GH96℄
c2Λ− 2c1χ2Λζζ + χ22Λζζζζ = 0. (2.105)
Pour interdire toutes déformations spontanées nous imposerons
χ2 = 0. (2.106)
48 Membranes magnétiques
Finalement, pour des déformations ontinues de faible amplitude, le Hamil-
tonien élastique (2.34) s'érit
Hel =
1
2
πkcc2
+∆ζ∫
−∆ζ
dζ Λ2, (2.107a)
= 1
2
πkcc2
+∆ζ∫
−∆ζ
dζ (b− b0)2. (2.107b)
Les déformations Λ subies par les setions de tore souples magnétiques
et induites par les solitons magnétiques frustrés gelés extrémisent ainsi le
Hamiltonien total
H = 2πJq2η
+∆ζ∫
−∆ζ
dζ
 (2 + m˜)− m˜ [coth b0 Λ+ 12Λ2ζ]
− (1 + m˜)
[
2 + coth2 b0 Λ
2
]
sn2 (qηζ | 1 + m˜)
+
(
1 + 1
2
m˜ +
1 + m˜
sinh2 b0
+
c2
4κq2η
)
Λ2
 . (2.108)
Les équations d'Euler-Lagrange prennent alors la forme esomptée
Λ̺̺ +
[
(1 +m)A−mB sn2 (̺ | m)
]
Λ =
√
m j, (2.109a)
où
m = 1 + m˜, (2.109b)
A =
1
m˜q2η
[
1 +
2
2 + m˜
(
1 + m˜
sinh2 b0
+
c2
κq2η
)]
, (2.109)
B = 2
coth2 b0
m˜q2η
, (2.109d)
j =
coth b0
q2η
√
1 + m˜
. (2.109e)
La nouvelle variable vériant ii ̺ ≡ qηζ . Comme pressenti les lois de défor-
mation des setions de tore sont similaires à elles des setions de ylindre.
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Figure 2.6: La dilatation relative λT d'une setion magnétique souple du
tore de Cliord (Figure 2.3) en présene d'un π-soliton magnétique : la
dilatation relative λT dénie par (2.111) est représentée en fontion de l'angle
de rotation ξ pour diérentes valeurs de la onstante relative de ouplage
κ ≡ J/kc, le demi-angle de rotation étant xée (∆ξ = π/2).
• Le as dégénéré (κ = 0) orrespond à la setion souple rigidiée (kc ≫ J ).
• Les autres as (κ ≈ 1) illustrent le méanisme de libération géométrique : le
soliton magnétique fortement onné (sinh b0 = 1) refoule son exès d'énergie
magnétique ∆Emag = Emag − EQ en rétréissant globalement la membrane
magnétique souple ; l'énergie du soliton étant loalisée en sa vague et l'énergie
élastique isotrope, la ontration est moins importante en sa vague et la
membrane souple l'épouse d'autant plus que la onstante relative de ouplage
κ est grande.
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A fortiori les hangements d'éhelle (2.61) et (2.89) ditent la relation de
similitude entre les paramètres de forme pertinents des setions de ylindre
(le rayon r) et des setions de tore (l'angle d'exentriité b) ; en utilisant une
notation évidente, nous érivons
r ↔ 1
sinh b
. (2.110)
En vertu de ette similitude géométrique (2.110), le méanisme de déformation
des setions de tore se déduit littéralement de elui des setion de ylindre : la
ompétition entre l'énergie magnétique et l'énergie élastique entraîne un a-
roissement de l'angle d'exentriité b, e proessus s'ampliant aux branhes
solitoniques. Observant que le produit du rayon extérieur R ≡ R + r et du
rayon intérieur R ≡ R− r reste onstant (RR = a2 selon (2.82)) dénissons
la dilatation relative du tore λT par
λT ≡ R
R0
=
(
R
R0
)−1
, (2.111)
où R0 et R0 sont assoiées à la forme spontanée. Les relations de transforma-
tion (2.83) permettent d'établir une relation simple entre la dilatation relative
du tore λT et l'angle d'exentriité b :
λT =
tanh 1
2
b0
tanh 1
2
b
. (2.112)
3.3 Déformations symétriques du tore de Cliord
Le tore de Cliord magnétique souple serait assouvi puisqu'il saturerait
son énergie élastique selon la onjeture de Cliord (Figure 2.3) tout en
saturant son énergie magnétique du fait de sa dégénéresene solitonique
(Sous-Setion 3.1). Par déformations symétriques du tore de Cliord nous
entendrons les déformations subies par le tore de Cliord magnétique souple
et induites par un soliton magnétique symétrique : en fait il s'agit du as
dégénéré ∆ξ = π d'une setion du tore de Cliord vu dans la Sous-Setion
préédente. La Figure 2.7 illustre ette approhe.
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Figure 2.7: Déformation symétrique du tore de Cliord magnétique souple
en présene d'un 2π-soliton magnétique symétrique : l'angle d'exentriité b0
du tore spontané (représentée par la grille extérieure) vérie sinh b0 = 1 par
dénition (Figure 2.3), la onstante relative de ouplage κ ≡ J/kc est égale
à 2, enn la déformation loale Λ est magniée par un fateur 10.
Le soliton frustré se libère de sa symétrie imposée en ontratant globale-
ment la membrane magnétique ; les deux renements diamétralement op-
posés orrespondent aux deux vagues du soliton : son énergie magnétique
Emag s'y onentrant indépendamment de la géométrie de la membrane, il
refoule l'énergie magnétique aumulée en ses branhes.
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Conlusion
La première partie esquisse la onstrution de nouveaux degrés de liberté an-
tiferromagnétiques pour un réseau régulier de basse dimension. Des polytopes
réguliers du réseau ils héritent de la hiérarhie des algèbres à divisions : le nou-
veau paramètre d'ordre loal suit la hiérarhie algébrique satisfaite par le modèle
σ non-linéaire. Le réseau de l'état antiferromagnétique (le  sur-réseau) appa-
raît alors omme un réseau de n÷uds (les  sur-n÷uds) ave liens (le hamps
potentiel veteur assoié au hamps de jauge loale). Une étude approfondie
du nouveau paramètre d'ordre loal pris à la limite ontinue semble un prélim-
inaire néessaire au passage à une théorie de hamps ontinue. Notons enn
que l'argument naïf qui onsiste en dimension deux (algèbre des omplexes C)
à envoyer le plan-temps ompatié S3 sur la sphère unité S2 pour dégager
l'invariant topologique de Hopf n'est plus pertinent en dimension trois (algèbre
des quaternions H) puisque la hiérarhie algébrique impose alors d'envoyer la
sphère unité S7 sur la sphère unité S4 [EHH+90, Nak90℄ : une étude du réseau
ubique antiferromagnétique devrait permettre d'aner la presription esquis-
sée, d'autant plus que réseau ubique antiferromagnétique peut-être soit assouvi
soit frustré [Kaw98℄. En dimension quatre (algèbre des otonions O), l'invariant
topologique de Hopf déompte les reouvrements de la sphère unité S8 lorsque la
sphère unité S15 est parourue : une étude du réseau 4-ubique et 4-triangulaire
[Cox73℄ devrait permettre de eler la presription et une meilleur ompréhension
du méanisme algébrique sous- jasent puisque l'algèbre des otonions O n'est
ni assoiative ni ommutative mais seulement alternative  l'alternativité étant
ommune aux quatre algèbres réelles à divisions Ad.
La seonde partie s'évertue à dérire la membrane magnétique omme un
système physique possédant une double obstrution topologique. La frustra-
tion géométrique s'interprète alors omme la ompétition entre les deux ordres
topologiques. En outre ette approhe suggère la onstrution d'un Hamiltonien
élastique qui admettrait une déomposition à la Bogomol'nyi , 'est-à-dire
qui lèverait la lassiation topologique des surfaes omme le modèle σ non-
linéaire (le Hamiltonien magnétique) lève la lassiation des ongurations mag-
nétiques. Le Hamiltonien heuristique de Helfrih-Willmore qui mimique une telle
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déomposition a permis de mieux saisir le méanisme de libération géométrique.
Les déformations d'une membrane souple ont été appréhendées en gelant une
onguration magnétique de ladite membrane souple rigidiée : un rétréisse-
ment global ave des renements loalisés aux retournements des spins a été mis
en évidene pour les membranes magnétiques frustrées. Ce résultat demande à
être onrmé en élaborant un Hamiltonien élastique indépendant de la topolo-
gie de la membrane souple ('est-à-dire à la Bogomol'nyi ) et en abordant la
ompétition entre les deux ordres topologiques onjointement. Notons que l'ex-
istene d'un tel Hamiltonien élastique soulèverait l'existene d'Hamiltoniens  à
la Bogomol'nyi .
Le proessus mirosopique qui se dégage de la presription suggérée dans
la première partie et la ompétition topologique introduite dans la deuxième
partie élargissent le hamps d'investigation initial en fournissant une origine mi-
rosopique à la transmutation de Fermi-Bose et un moyen de traquer la physique
exotique étudiée lors de ette thèse. Des simulations numériques du modèle de
Heisenberg sur des réseaux bidimensionnels souples spontanément ourbes de-
vrait ainsi exhiber des distributions topologiques de spins dont l'ordonnanement
loal permettrait de préiser le proessus mirosopique. De même l'étude des
transitions de phase entre les diérents états antiferromagnétiques topologiques
devrait également s'avérer utile.
Annexe A
L'équation de sinus-Gordon
Cet Annexe présente des solutions périodiques de l'équation double de sinus-
Gordon(dsg) obtenues élégamment à partir de solutions périodiques de l'équa-
tion simple de sinus-Gordon (sg).
1 L'équation simple de sinus-Gordon
Considérons l'équation de sinus-Gordon (sg)
Θ̺̺ = sinΘ cosΘ. (A.1)
En intégrant une première fois l'équation diérentielle du seond degrés
(A.1), nous lisons
Θ2̺ = sin
2Θ+ m˜ m˜ ∈ [0,+∞[ , (A.2a)
où le paramètre m˜ est une onstante d'intégration. Il est alors aisé d'érire
l'équation satisfaite par la fontion réiproque ̺ = ̺ (Θ) :
d̺
dΘ
=
ε√
m˜ + sin2Θ
ε = ±1. (A.2b)
Notons α (· | m˜) la fontion roissante solution de (A.1) aratérisée par le
paramètre m˜ et xée à l'origine, 'est-à-dire vériant α (0 | m˜) = π
2
. La fon-
tion réiproque de α (· | m˜) est donnée par l'intégrale elliptique
α−1 (θ | m˜) =
θ∫
pi
2
dϕ√
m˜ + sin2 ϕ
, (A.2)
solution immédiate de (A.2b). Ainsi les solutions sg envisagées s'ériront-
elles, ave des notations naturelles,
θ (̺) = εα (̺ | m˜) + c. (A.2d)
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En observant que
α−1 (θ + π | m˜) + 2α−1 (0 | m˜) = α−1 (θ | m˜) ,
nous dénissons la quasi quart-période Kα par l'intégrale elliptique omplète
Kα (m˜) =
pi
2∫
0
dϕ√
m˜ + sin2 ϕ
, (A.3)
qui déroît stritement de ∞ vers 0 en fontion du paramètre m˜. La fontion
α (· | m˜) vérie don la relation
α (̺+ 2qKα | m˜) = α (̺ | m˜) + qπ q ∈ Z; (A.4a)
de plus,
α (−Kα) = 0, α (0) = π2 , α (Kα) = π; (A.4b)
enn, par onstrution,
π
2
− α (−̺ | m˜) = α (̺ | m˜)− π
2
. (A.4)
Clairement le paramètre m˜ ontrle la quasi périodiité des solutions. Lorsque
le paramètre m˜ tend vers 0, ette quasi périodiité tend vers l'inni, et la
solution α (· | m˜) devient un soliton loalisé à l'origine.
L'équation de sinus-Gordon a été résolue sans eort auun, mais les re-
lations ainsi obtenues sont peu ommodes à utiliser en alul symbolique ou
numérique. Des expressions expliites peuvent être érites en termes d'intégrales
anoniques elliptiques et des fontions elliptiques de Jaobi [WW52, Law89℄.
En eet, en eetuant le hangement de variable judiieux [Sut95℄
sinΘ = dn (u | 1 + m˜), l'équation diérentielle originelle (A.1) prend la forme
simple u2̺ = 1. Immédiatement, nous lisons
sinα (̺ | m˜) = dn (̺ | 1 + m˜) . (A.5)
En substituant ette relation dans (A.2a), nous obtenons
α2̺ (̺ | m˜) = (1 + m˜) cn2 (̺ | 1 + m˜) . (A.6)
La trigonométrie lassique et jaobienne permettent de aluler la variante
osinus de (A.5) :
cosα (̺ | m˜) = −
√
1+m˜ sn(̺ | 1+m˜) , (A.7a)
= − sn
(
̺
√
1+m˜ | 1/1+m˜
)
. (A.7b)
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Pour nir, érivons la variante en tangente de l'angle moitié :
tan 1
2
α (̺ | m˜) = nd (̺ | 1 + m˜) +
√
1 + m˜ sd (̺ | 1 + m˜) , (A.8)
qui prend la forme dégénérée, quand m˜ tend vers 0, tan 1
2
α (̺ | 0) = e̺.
Conernant la quasi quart-période Kα (m˜), le rapprohement des relations
(A.4a) et (A.5) permet de l'identier ave la quart-période K(1 + m˜) des
fontions elliptiques de Jaobi pq (· | 1 + m˜). Préisément, nous avons
Kα (m˜) = K (1 + m˜) , (A.9a)
=
1√
1 + m˜
K
(
1
1 + m˜
)
. (A.9b)
En alul symbolique, K orrespond à l'intégrale elliptique de première espèe.
2 L'équation double de sinus-Gordon
L'équation double de sinus-Gordon (dsg) s'obtient en ajoutant un terme
de ouplage à l'équation simple de sinus-Gordon :
Θ̺̺ = sinΘ cosΘ + γ˜ sin Θ. (A.10)
Le hangement de variable
t ≡ tan 1
2
Θ t ∈ [0,+∞[ (A.11)
transforme l'équation diérentielle non linéaire (A.10) sous la forme plus
ommode (
1 + t2
)
t̺̺=2t
[
t
2
̺ +
1
2
(1 + γ˜)− 1
2
(1− γ˜) t2
]
. (A.12)
Cette équation diérentielle admet deux solutions triviales de type soliton :
le double soliton t = cosh 1√
2
̺ (γ˜ = 1
2
) et le soliton t = e̺ (γ˜ = 0).
Clairement, la transformation (̺, t) → (λ̺, µt) et l' absene de ouplage
γ˜ ne modient pas la nature de la nouvelle équation dsg (A.12). Cette re-
marque suggère fortement d'injeter dans (A.12) la fontion essai
t = tan 1
2
α0 tan 12α (̺/υ0 | m˜). (A.13)
De ette manipulation fastidieuse se dégagent un système d'équations dont
s'extraient les expressions de υ0 et de tan 12α0 :
υ0=
√√√√√2 + m˜ −√m˜2+4 (1+m˜) γ˜2
2 (1− γ˜2) , (A.14a)
tan 1
2
α0=
√√√√√1 + γ˜
1− γ˜
2γ˜ + m˜ −
√
m˜2+4 (1+m˜) γ˜2
2γ˜ − m˜ +
√
m˜2+4 (1+m˜) γ˜2
. (A.14b)
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Lorsque le ouplage γ˜ disparaît, la longueur υ0 et tan 12α0 tendent vers l'unité :
sans surprise la fontion essai (A.13) approhe la fontion sg assoiée. Ainsi
es solutions périodiques se révèlent-elles être une généralisation des solutions
α (· | m˜). Notons α (· | m˜, γ˜) les solutions (A.13) ; la formule de l'angle moitié
orrespondante s'érit
tan 1
2
α (̺ | m˜, γ˜) = tan 1
2
α0
[
nd (̺/υ0 | 1 + m˜) +
√
1 + m˜ sd (̺/υ0 | 1 + m˜)
]
,
(A.15)
où l'angle à l'origine α0 et la longueur solitonique υ0 vérient (A.14). En
onséquene de quoi, la quasi quart-période généralisée Kα (m˜, γ˜) satisfait
Kα (m˜, γ˜) = υ0 Kα (m˜) . (A.16)
La relation (A.4a) se généralise alors omme suit :
α (̺+ 2qKα | m˜ , γ˜) = α (̺ | m˜, (−1)qγ˜) + qπ q ∈ Z; (A.17a)
de plus, les identités (A.4b) deviennent
α (−Kα) = 0, α (0) = α0, α (Kα) = π; (A.17b)
nalement, la relation de parité (A.4) prend la forme
π
2
− α (−̺ | m˜, γ˜) = α (̺ | m˜,−γ˜)− π
2
. (A.17)
3 Évaluation numérique du paramètre
En physique les onditions aux limites sont généralement xées. Ce qui
revient ii à se donner la quasi quart-période Kα. Or il n'existe pas dans
la littérature de relation ou d'algorithme numérique permettant d'évaluer la
fontion réiproque K−1 : une méthode numérique ad ho doit être suggérée.
Pour ommener, notons que l'intégrale elliptique de première espèe K(m)
peut s'exprimer sous la forme d'une fontion hypergéométrique [AS72, WW52℄ :
K(m) =
π
2
F
(
1
2
,
1
2
; 1;m
)
.
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Cette remarque et la relation (A.9b) initent à érire Kα omme une série
entière du module réduit κ˜ = 1/
√
1 + m˜. Ces onsidérations onduisent à
l'expression
2
π
Kα =
∞∑
n=0

(
1
2
)
n
(1)n
2 κ˜2n+1, (A.18)
où les symboles de Pohhammer [AS72℄ sont utilisés. Cette série entière est
alors formellement inversée pour obtenir la série entière représentant la fon-
tion κ˜ (Kα). Un sripte (odé en Maple V) permettant de aluler les premiers
oeients de ette série s'érirait omme suit :
restart;
Nmax:=100;
a:=(n)->pieewise(type(n,odd),
(pohhammer(1/2,iquo(n,2))/pohhammer(1,iquo(n,2)))^2,
type(n,even),0,
'a'(n)):
powseries[powreate℄(K(n)=a(n),K(0)=0):
M:=powseries[reversion℄(K):
SineGordonM[ApproximationOrder℄:=Nmax:
SineGordonM[nestedPowerSerie℄:=table():
for n from 0 to Nmax+1 do
SineGordonM[nestedPowerSerie℄[n℄:=M(2*n+1):
od:
save(SineGordonM,"SineGordonM.m"):
De ette façon, la relation (A.18) permet l'évaluation numérique de la fon-
tion réiproque K−1α pour des valeurs numériques susamment petites.
Pour des valeurs trop grandes, les inégalités suivantes [AVV90℄
ln
[
22√
1−m
]
6 K(m) 6 ln
[
e2√
1−m
]
[0<m<1] (A.19)
s'avèrent utiles (et néessaires) pour fournir à notre proédure fsolve fa-
vorite un intervalle initial susamment n pour résoudre (ave suès) l'équa-
tion Kα = κ˜ K (κ˜
2) numériquement.
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Figure A.1: La fontion réiproque de la quasi quart-période de sinus-
Gordon Kα.
Annexe B
L'équation inhomogène de Lamé
Cet Annexe se ontente de présenter une solution partiulière de l'équation
inhomogène de Lamé(il) ave un terme inhomogène onstant. La onstrution
de ette solution partiulière s'inspire de la onstrution des fontions dites de
Lamé [Erd55, Ars64℄.
1 L'équation aux diérenes
Soit l'équation inhomogène de Lamé (il)
Λ̺̺ +
[
(1 +m)A−mB sn2 (̺ | m)
]
Λ =
√
m j, (B.1)
où les amplitudes A et B sont des paramètres onstants. A priori, le terme
inhomogène j est un réel non-nul et le paramètre m un réel positif.
Comme la transformation réelle de Jaobi (̺,m) → (̺√m,m−1) laisse
l'équation diérentielle linéaire du seond ordre (B.1) inhangée, nous pou-
vons supposé m ompris entre 0 et 1. En outre, puisque la fontion sn2 (̺ | m)
est paire, l'équation diérentielle (B.1) reste inhangée sous la transformation
de parité ̺→−̺, don une solution partiulière pertinente sera une fontion
paire en ̺. De manière analogue, la parité en ̺−K (m) de sn2 (̺ | m) invite
à herher une solution partiulière également paire en ̺ − K(m). Ces re-
marques préliminaires faites, et tenant ompte de la nature même de (B.1),
herhons une solution partiulière sous la forme
∞∑
n=0
an sn
2n (̺ | m) . (B.2)
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La substitution de la fontion formelle (B.2) dans (B.1) impose à la suite
des oeients réels an la relation de réurrene à trois termes [Erd55, Ars64,
Gau67, LW92, PTVF92℄ suivante :
an+1 − (1 +m) 4n
2 − A
(2n+ 2)(2n + 1)
an
+m
(2n− 2)(2n− 1)−B
(2n+ 2)(2n + 1)
an−1 = 0 (B.3a)
pour n = 1, 2, . . . ; la relation d'amorçage étant
2a1 + (1 +m)A a0 =
√
m j. (B.3b)
L'équation aratéristique de (B.3) se lit immédiatement :
a
2 − (1 +m) a +m = 0; (B.4)
elle admet deux raines évidentes, m et 1. Don d'après le théorème de Perron
[Gau67, PTVF92℄, pour 0 6 m < 1 (i.e. m 6= 1), l'équation aux diérenes
linéaire du seond ordre (B.3) admet deux solutions linéairement indépen-
dantes, à savoir la solution minimale et la solution dominante, dont les rapports
an+1/an tendent, respetivement, vers m et 1.
2 La solution minimale
Érivons la relation de réurrene (B.3a) sous la forme
an
an−1
=
−m (2n−2)(2n−1)−B
(2n+2)(2n+1)
−(1+m) 4n
2−A
(2n+2)(2n+1)
+ an+1/an
. (B.5)
Si la nouvelle relation de réurrene (B.5) est réitéré indéniment à partir
d'un ertain rang n > 1, une suite de frations est alors engendrée [LW92℄.
Cette suite, selon le théorème de Pinherle [Gau67, LW92, PTVF92℄, on-
verge vers le rapport an/an−1 où les oeients an et an−1 sont eetivement
eux de la solution minimale. Notons rn la fration ontinue préédente, les
oeients an sont alors donnés par
an = a0
n∏
p=1
rp [n = 1, 2, . . . ] , (B.6a)
ave, selon (B.3b),
a0 =
√
m j
2r1 + (1 +m)A
; (B.6b)
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de plus, ave des notations usuelles [LW92℄, le rapport rn s'érit
rn =
∞
K
p=n
 −m (2p−2)(2p−1)−B(2p+2)(2p+1)
−(1+m) 4p
2−A
(2p+2)(2p+1)
 [n = 1, 2, . . . ] . (B.6)
Nous adopterons la notation L (· | m;A,B, j) pour désigner la solution
partiulière de (B.1) assoiée à la solution minimale de l'équation aux dif-
férenes (B.3). La relation (B.6a) permet d'érire ette solution partiulière
sous la forme de Horner
L (̺ | m;A,B, j) = a0
[
1 + r1 sn
2 (̺ | m)
[
1 + r2 sn
2 (̺ | m) [· · · ]
]]
,
qui doit être penser omme une  forme de Horner ontinue. Nous érirons
don, ave des notations évidentes,
L (̺ | m;A,B, j) = a0
∞
H
n=1
[
1 + rn sn
2 (̺ | m)
]
. (B.7)
L'expression (B.7) n'est vraie que pour 0 < m < 1. En fait, l'invariane de
l'équation inhomogène de Lamé (B.1) par la transformation réelle de Jaobi :
L (̺ | m;A,B, j) = L
(
̺
√
m | m−1;A,B, j
)
. (B.8)
3 Évaluation numérique
La onstrution de L (̺ | m;A,B, j) se prête naturellement à l'élabora-
tion d'un algorithme numérique. Cependant, l'évaluation de la fration on-
tinue (B.6), autrement dit des rapports rn dans (B.7), apparaît lairement
omme la prinipale diulté : l'algorithme de Lentz dans sa version modiée
[PTVF92, Len76, TB86, CJT93℄ doit être suggéré.
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